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metodo in metodo streljanja, lahko pa poskusis Se iterativno in s kaksno drugo metodo. Problem koné¢ne
jame je s strelsko metodo le trivialna posplositev problema neskonc¢ne jame: spremeni se le robni po-

goj pri x = a/2, ki ima zaradi zahteve po zveznosti in zvezni odvedljivosti valovne funkcije zdaj obliko
ca1(a/2) + e’ (a/2) = 0. Kaj ima pri diferen¢éni metodi vecjo vlogo pri napaki: kon¢na natancnost
diference, s katero aproksimiramo drugi odvod, ali zrnatost intervala (konéna razseznost matrike, ki jo
diagonaliziramo)?

— Stran 1 —




Simon Bukovsek UL FMF Matemati¢no-fizikalni praktikum

1 Uvod

Pri robnem problemu lastnih vrednosti poznamo diferencialno ena¢bo in nekaj robnih pogojev (obic¢ajno
vsaj toliko, kolikor je red enacbe). Za reSitev problema moramo v sploSnem v enem zamahu doloéit
tako (lastne) funkcije, ki ustrezajo danim robnim pogojem, kot (lastne) vrednosti, ki skupaj zadoscéajo
diferencialni enachi. ReSevanje robnih problemov je zato lahko bistveno bolj zapleteno kot integracija
zacetnih problemov.

Numeri¢no bomo resevali stacionarno Schrédingerjevo enacbo

za neskon¢no potencialno jamo (V(—a/2 < z < a/2) = 01in V(|z| > a/2) — o0) ter za konéno potencialno
jamo (V(|z| > a/2) = V), za kateri poznamo analiti¢ne resitve; glej Strnad, Fizika II. Dva znacilna
pristopa, diferené¢na metoda in strelska metoda, nas bosta pripravila na resnejSe probleme, za katere
analiticnih resitev ne poznamo.

Pri diferen¢ni metodi razdelimo interval [—a/2,a/2] na N tock (x; = —a/2+ia/N) in prepisemo drugi
krajevni odvod v drugo diferenco, tako da ima brezdimenzijska enacba obliko

Vi1 — 2¢i + Yi1
12

+Ey; =0

oziroma
Vi1 — (2= AN + iy =0,
kjer je A\ = Eh? = k?h?. Diskretizirati je treba tudi robna pogoja pri * = —a/2 in x = a/2, ki sta v
splosnem (in tudi pri konéni jami) mesanega tipa,
Y1 — Y1
R
c1po + 2 57
Y41 — PN
d dog——F"——
1N+ da 57
medtem ko sta pri neskoncni jami preprostejsa, 9 = ¢y = 0. V primerih potencialnih jam tako dobimo
tridiagonalni sistem N oziroma N — 1 linearnih enacb

Ay =M

za lastne vektorje ¥ in lastne vrednosti A, ki ga reSujemo z diagonalizacijo.

Pri strelski metodi zaénemo s “kosinusnim” zacetnim pogojem v izhodiséu 1(0) = 1, ¢'(0) = 0 ali
“sinusnim” pogojem ¥ (0) = 0, ¢'(0) = 1, nato pa z nekim izbranim E diferencialno enac¢bo s poljubno
integracijsko shemo (npr. RK4) integriramo do roba = a/2 in tam preverimo, ali je izpolnjen drugi robni
pogoj, ¥(a/2) = 0. Vrednost E spreminjamo tako dolgo, dokler robni pogoj ni izpolnjen do zahtevane
natancnosti, in tako dobimo sode in lihe resitve ena¢be skupaj z ustreznimi lastnimi vrednostmi energije.

:O’

2 Neskoné¢éna potencialna jama

Najprej si poglejmo analiti¢no resitev problema. Imamo enacbo
h? d?
Y py,
2m da?
z robnima pogojema ¥ (—a/2) = ¥(a/2) = 0. Analiticno dobimo resitev lazje, ¢e jamo premaknemo za
a/2, tako da je rob pri = 0 in « = 1. Diferencialno enac¢bo ob predpostavki F > 0 resi nastavek

Y(x) = Asin(kz) + B cos(kx),
kjer je k = v2mFE /h. Robni pogoj pri x = 0, nam da B = 0, pri 2 = a pa dobimo Asin(kz) = 0. Sledi,

da je k, = nm/a, kjer je n € N. Lastne energije so potemtakem:
h2m?

B —
" 2ma?
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Konstanto A dolo¢imo iz normalizacije:

a/2 2
/ W@ de=1 — A=,/

—a/2 a

Lastne funkcije so torej:

Prvih pet lastnih funkcij in lastnih vrednosti je prikazanih na Sliki [l Za numeri¢no iskanje lastnih funkcij

T T
- { E5 = 2572
200 - |
N@
S [ 7E4:167T2
N
~
S
E 1007 7E3:9’]T2
[ 7E1—’/T2
0 | ! | | |

Slika 1: Prvih pet lastnih funkcij in lastnih vrednosti neskonéne potencialne jame.

sem uporabil dve razlicni metodi. Diferen¢na metoda je najenostavnejsa, saj gre v naSem primeru preprosto
za iskanje lastnih vrednosti matrike:

2 1 0 0 0 O
1 2 1 0 0 O
01 2 0 0 O

H: 9
00 0 . 2 10
00 0 --- 1 21
oo o - 0 1 2]

saj imamo homogeni robni pogoj. Lastne energije so lastne vrednosti te matrike, lastni vektorji te ma-
trike pa so vrednosti lastnih funkcij sistema izvrednotene na n enakomerno razporejenih tockah f(zy,).
V splosnejSem primeru, ¢e potencial ne bi bil enak ni¢, bi matriki H odsteli diagonalno matriko z vre-
dnostmi potenciala v tockah x,,. Za iskanje lastnih vrednosti imamo na voljo razli¢cne algoritme. Z njimi
smo se ukvarjali ze v eni od prejSnjih nalog, zato vemo, da se nam najbolj splaca uporabiti kaksno, ki
je ze implementirana v numpy ali scipy knjiznici. Na zalost pa imamo Se vedno precej Siroko izbiro.
Za bolj informirano odloc¢itev, sem po hitrosti primerjal stiri najocitnejSe izbire: scipy.linalg.eigh,
numpy.linalg.eigh, scipy.sparse.linalg.eigsh in numpy.linalg.eigh tridiagonal. Prve dva sta
splosna algoritma za iskanje lastnih vrednosti, tretji je specializiran za redke matrike (kar nasa matrika
je), zadnji pa je posebej namenjen tridiagonalnim matrikam. Pri tem testu sem vedno iskal samo prvo
lastno vrednost. V primeru kvantne mehanike redko potrebujemo vse lastne energije, in tudi ce jih, je
zgornja polovica lastnih vrednosti pri diferenéni metodi nezanesljivih. Zato so pri tem testu v prednosti
tisti algoritmi, ki lastnih vrednosti ne is¢ejo socasno. Rezultati so prikazani na Sliki 2} Pricakovano je
najhitrejsi prav tisti algoritem, ki je specializiran za tridiagonalne matrike (v zelenem). Presenetljivo je
algoritem za redke matrike (v modrem) najpocasnejsi. Morda tudi pri velikosti 100 x 100 nase matrike Se
niso dovolj redke, da bi se lahko poznale njegove prednosti.
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Hitrosti rutin

[ ] I ] — scipy.sparse.linalg.eigsh
100 |- =4 | — numpy.linalg.eigh
g 1 |—— numpy.linalg.eigh tridagonal
10-1 | 11— scipy.linalg.eigh
& L i
%) 1072 E E
< = B
O r B
1074 E E
:\\Hl | Lol L \\\%

10t 10? 103
velikost matrike (V)

Slika 2: Primerjava razli¢nih rutin za iskane lastnih vrednosti in lastnih funkcij tridiagonalne ma-
trike. V svetlem je oznaceno odstopanje enega standardnega odklona na vzorcu desetih ponovitev.
Pri¢akovano je najhitrejsi prav tisti algoritem, ki je specializiran za tridiagonalne matrike (v zelenem).

Drugi uporabljen algoritem je bila strelska metoda. Pri tem gre v principu za iskanje nicel funkcije
f(E), kjer je E energija, f(E) pa je vrednost funkcije ¥ (a/2), ki jo dobimo z integracijo Schrodingerjeve
enacbe od x = —a/2 do © = a/2. Ta funkcija je prikazana na Grafu kjer so oznacene tudi nicle.
Le-te predstavljajo lastne energije. V principu bi se problema lahko lotili, tako da bi ra¢unali to vrednost
za vsako mozno energijo, vendar je to skrajno potraten nacin. Obstajajo boljse metode za iskanje nicel,
recimo bisekcija. Jaz sem se odlocil za sekantno metodo. Ta je podobna Newtonovi metodi, le da namesto
odvoda uporablja diferenco. Za¢nemo z dvema zacetnima priblizkoma FE; in Fs, naslednjo vrednost v
zaporedji pa izracunamo kot:

En - En—l
F(En) = f(Bn-1)

Ta metoda je v naSem primeru zelo hitro konvergirala (seveda odvisno od zacetnih ugibov), tipi¢no je ze
s estimi koraki prisla do napake reda 10710,

Sedaj smo usposobili obe metodi in ju lahko primerjamo. Pri obeh metodah lahko spreminjamo velikost
koraka (zrnatost mreze) in ob tem opazujemo porabljen ¢as, natancnost izra¢una energije in maksimalno
odstopanje lastne funkcije. Pri strelski metodi je bila ciljna natan¢nost sekantne metode izbrana pri
10719, pri lastnih vrednostih pa te moznosti nisem imel, zato je natanénost taksna, kot jo dopusca float64
standard. Velikosti korakov sem spreminjal med 1072 in 0,1, vse meritve se tiejo izkljuéno prve lastne
vrednosti pri a = 1 in h?/2m = 1.

Preden si za¢nemo ogledovati grafe moram reci e nekaj besed o primerjavi z analiti¢no resitvijo in o
normalizaciji. Ko dobimo resitev robnega problema, nam Se vedno ostane ena prostostna stopnja glede
vertikalnega raztezka. Ena moznost je, da funkeijo normiramo na max(f) = 1, ampak s tem je normalizacija
lahko odvisna od ene same nepravilne vrednosti. Idealno bi bilo, ¢e bi lahko normaliziral integral kvadrata
na ena in direktno primerjal z analiticno resitvijo. Tezava se pojavi, ker izracun samega integrala prinese
dodatne numeri¢ne napake. Resitev, za katero sem se odlocil, je normalizacija integrala resitve na ena
s pomocjo trapezne metode. Za primerjavo pa sem vzel analiti¢no reSitev pri istih vrednostih z, in jo
normaliziral z isto metodo.

En+1 = En - f(En)

def normalize(x, y):
return y / np.sqrt(ap.trapz(y**2, x))

Sedaj se osredoto¢imo na rezultate. Na Sliki [4a] je prikazan ¢as izvajanja obeh metod v odvisnosti od
velikosti koraka. Metoda konénih diferenc je ¢asovno priblizno stokrat hitrejSa od strelske metode. Kaj
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(a) Odvisnost vrednosti valovne funkcije na koncu
jame od velikosti energije pri strelski metodi.

(b) Najvegje absolutno odstopanje prve lastne funkcije
od analiti¢ne resitve za razli¢ne velikosti koraka h/a.

Slika 3: Energije in odstopanja lastnih funkcij za neskon¢no potencialno jamo.

ve¢ pa ni za povedati. V isti sapi pa ne smemo pozabiti na Graf [db] ki nam prikazuje odstopanje prve
lastne energije od prave vrednosti. V tem primeru je strelska metoda v neposteni prednosti, saj je pri njej
natanénost energije omejena z natanénostjo sekantne metode, ki je v tem primeru 10719 Vseeno pa je
natanénost diferenéne metode z manjsanjem zrnatosti mreze pada zelo pocasi. Pri koraku h/a = 107° je
odstopanje energije velikanskih 1074, Na Grafu je prikazano Se odstopanje lastne funkcije od analiti¢ne
resitve (po postopku primerjanja, ki je opisan v prejsnjem odstavku). Natanénost strelske metode se z
manjsanjem koraka izboljsuje, dokler ne doseze natanénosti sekantne metode. Pri diferen¢ni metodi pa je
situacija zelo nenavadna. Z manjSanjem koraka se nenatancnost veca. Najverjetneje je za to odgovorna

kaksna neodkrita napaka v moji kodi.
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(a) Cas izvajanja obeh metod za razliéne velikosti ko-
raka h/a.
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(b) Odstopanje od prave energije za obe metodi v od-
visnosti od velikosti koraka h/a.

Slika 4: Primerjava strelske in diferen¢ne metode za neskonéno potencialno jamo. Vse meritve so bile

izvedene za prvo lastno funkcijo.
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3 Konc¢na potencialna jama

Preden za¢nemo numeri¢no reSevanje, si poglejmo analiti¢ne resitve za konéno potencialno jamo. Tokrat
reSujemo diferencialno enacbo:

kjer je
Vi) = {0 za |z < a/2;

Vo zalz|>a/2.

Osredotocili se bomo samo na vezana stanja, torej £ < V. Pri vecjih energijah je spekter zvezen, hkrati
pa delec sploh ni omejen na jamo. Za vezana stanja je sta robna pogoja 1¥(oco) = ¢(—o0) = 0. Preden
pa se enacbe lotimo matemati¢no, se splaca narediti eno fizikalno opazko: potencial je simetric¢en, torej se
bodo lastne funkcije locile na sode in lihe. Vpeljemo dve novi spremenljivki:

2mE 2m(Vp — E)
F=VT T

Y(x) = Asin(kz) + B cos(kx),

V jami je resitev enaka:

zunaj jame pa:
Y(x) = Ce™ + De™ "%,

Vzemimo sodo lastno funkcijo . Velja ¢s(x) = ¥s(—x), zato se lahko osredoto¢imo samo na pozitivne
x. Zaradi sodosti velja A = 0, zaradi robnega pogoja pa C' = 0. Podobno velja za lihe lastne funkcije 9,
le da je tokrat B = 0:

Beos(kr) za0<z<a/2; Asin(kz) za0 <z <a/2;
Ys(z) = ¢ De™"* za T > a/2; Py(z) = < De™"* za T > a/2;
Ys(—x) za x <0, —(—x) zaxz <O.

Pri spoju obeh delov funkcij pa morata biti enaki vrednosti in odvoda. V sodem primeru imamo:
Becos(ka/2) = De™*%/?  —kBsin(ka/2) = —kDe "2,
Ce drugi pogoj delimo s prvim, dobimo:
ktan(ka/2) = k.

Vpeljemo novo spremenljivko z; = ka/2 in zg = a+/2mV;/(2h). Podobno storimo pri lihih funkcijah in
dobimo dve implicitni enacbi:

tan(z,) = (2)2 1, cot(z) = — (Z)Q 1

Resitve teh dveh enac¢b nam dajo dovoljene vrednosti k in posledi¢no tudi E. Obe konstanti A in D
dobimo s pomocjo zveznosti na robu jame in normalizacije. Analiti¢en izraz obstaja, vendar je skrajno
neprakticen, zato ga ne podajam. Vsa §tiri vezana lastna stanja v potencialu Vo = 100h2/2ma? in njihove
pripadajoca energije so prikazana na Sliki

Diferen¢na metoda v tem primeru ni bila ni¢ bolj zahtevna kot pri neskon¢ni jami, le dodati smo morali
funkcijo potenciala v diagonalo matrike. Strelska metoda pa se je nepricakovano zapletla. V tem delu bom
preskocil vse neuspele poskuse in bom raje razlozil tistega, ki je deloval. Streljal sem z = —5a proti x = 0
in lovil bodisi ¢(0) = 0 bodisi ¥’(x) = 0 (sode ali lihe funkcije). Za zacetni pogoj sem vzel ¢'(—5a) = 0,
¢eprav je tudi moznost ¥(—5a) = 0 delovala. Zelo pomembno je bilo da sem preostalo vrednost zacetnega
pogoja nastavil dovolj majhno, da vrednost v blizini roba jame ni presegla 10'28. Preostali del metode
je enak kot pri neskon¢ni jami. Vrednosti valovne funkcije in njenega odvoda v sredini jame pri razli¢nih
energijah so prikazane na Sliki Zaradi zelo velikih razlik (preko dvajset redov velikosti), je prikazan
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V = 100h?/2ma*

100 £ ' 1 B, = 96,29
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Slika 5: Vezane lastne funkcije konéne potencialne jame globine Vo = 100A2 /2ma?.
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E/(h?/2ma?) velikost koraka h/a
(a) Odvisnost vrednosti valovne funkcije in njenega (b) Najvegje absolutno odstopanje prve lastne funkcije

odvoda na sredini jame od velikosti energije pri strelski od analiti¢ne resitve za razlicne velikosti koraka h/a.
metodi. Streljanje s tocke x = —5a proti sredini jame.

Slika 6: Energije in odstopanja lastnih funkcij za neskonéno potencialno jamo. Globina jame je Vy =
100A2 /2ma?.

logaritem absolutne vrednosti. Energije, kjer je vrednost funkcije ni¢, ustrezajo lihim lastnim stanjem,
kjer pa je vrednost odvoda ni¢, pa sodim lastnim stanjem.

Tudi za kon¢no jamo sem naredil vse iste primerjave med metodama, kot pri neskon¢ni jami. V
splosnem nisem odkril veliko novega, le graf odstopanja lastne funkeije je sedaj bistveno bolj smiseln (Slika
. Opaziti je, da se obe metodi zelo podobno izboljsujeta z manjsanjem koraka.

Za konec rednega dela pa lahko recemo Se kaksno besedo o lastnih energijah. Prednost diferencne
metode je tudi v tem, da hkrati vrne zelo veliko lastnih funkcij in energij. Vendar pa niso vse pravilne.
Poglejmo si primer matrike velikosti 1000 x 1000 za neskonc¢no potencialno jamo. Energije bi morale biti
sorazmerne z kvadratom indeksa (¢értkana ¢rta na grafu , kar velja do priblizno ¢ = 200, potem pa se
zacnejo energije odmikati od te krivulje. Zaradi posebne simetricnosti Hamiltonove matrike (simetri¢na
je tudi okoli antidiagonale), morajo biti tudi lastne vrednosti simetri¢ne okoli ¢ = 500. To se tudi zgodi
(Graf, zato pa visje energije niso ve¢ tako natancne.
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Opazujemo lahko tudi spreminjanje prve lastne energije z globino kon¢nega potenciala. Pricakujemo
lahko dve asimptotski obnasanji. Pri Vj > h?/2ma? mora biti lastna energija zelo podobna tisti v neskonéni
jami (E; = h?/8ma?), pri Vo < h?/2ma® pa pricakujemo samo eno vezano stanje, ki bo zelo blizu robu
jame (E; = Vp). To je natanko tisto, kar zares opazimo na Grafu Pri velikih V{ se krivulja uravna,
pri majhnih pa se izravna pod kotom 45°. Pri Vi = 72h%/2ma? dobimo e drugo vezano stanje, ki ga
predstavlja rdeca ¢rta. Za numeri¢no resitev sem uporabil diferenéno metodo na intervalu [—5a, 5a] z
zrnastostjo h/a = 107°. Z analiti¢no resitvijo se ujema nekje do V a 1, pri manjsih globinah pa se
zatne odmikati. To je posledica dolzine interval [—5a, 5a], na robu katerega pri diferenéni metodi postavim
odvod funkcije na ni¢. Pri manjsih vrednostih V' ima valovna funkcija tako dolge in debele repe, da do
roba intervala ne pade zadosti. Stevila, ki jih smatram za “analiticna”, sem dobil z resevanjem implicitne
enacbe za zg s pomocjo Newtonove metode, zato njihova natané¢nost v nasem kontekstu ni vprasljiva.

-10°
SRAAL AL IR LALL B AL B ALY B IR B : ‘
| / i 4 ’ m
101 8 E
& i 1~ 3f i
S B 13
5 100} |
o g 13 20 s
S § S
- = — S~—
=10t E E
F — B ] I B
i — b | —— numericno
10-2 — E1 (num) E ol - - - analiti¢no |
I O A ) AN T R T A= | | | T T T
10-2 107! 10° 10t 10 10° 0 200 400 600 800 1000
Vo/(h2/2ma?) indeks energije 4

(a) Prvi dve lastni vrednosti v odvisnosti od globine  (b) Najnizje lastne energije v neskon¢ni potencialni
jame Vp. S ¢rno je oznalena prva energija, pridobljena jami. V modrem so prikazane lastne vrednosti matrike
z diferen¢no metodo na intervalu [—5a, 5a]. pri diferen¢ni metodi.

Slika 7: Nekaj raziskovanja o energijah.

4 Dodatna naloga

Dodatna naloga sprasuje po resitvi enacbe

A4y
T )=
P Y =0,

pri robnih pogojih ¥(—a/2) = 9" (a/2) = ¥(—a/2) = ¢¥"(—a/2) = 0. Tudi ta primer je analiti¢no resjiv.
Karakteristi¢ni polinom je 2* — X = 0. Enako kot pri neskonéni potencialni jami se raje prestavimo na
interval [0, a]. Ce oznacimo \ = k?, so regitve enacbe z = +k in z = +ik. Splosna reSitev je torej:

Y(x) = Acos(kx) + Bsin(kz) 4+ C cosh(kx) + D sinh(kx).

Prvi zacetni pogoj (¥(0) = 0) d4& A = —C, drugi (¢"(0) =0) pa A = C. Sledi A = C = 0. Tretji pogoj
(1(a) = 0) zahteva

Asin(ka) + C'sinh(ka) = 0,
cetrti pogoj (¢"(a) = 0) pa

—Asin(ka) 4+ C'sinh(ka) = 0.

Dobimo C' = 0 in sin(ka) = 0, kar so torej identi¢ne resitve, kot pri neskonéni potencialni jami. Lastne
vrednosti so A, = (7mn/a)* in lastne funkcije

Yn(x) = sin(mnx/a).
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Matrika, ki ji iS¢emo lastne vrednosti, je petdiagonalna, z diagonalami 1, —4, 6, —4 in 1. Razmislimo,
kako moramo v tem primeru upostevati robne pogoje. Naj bodo vrednosti xg,x1,...,Z, enakomerno
porazdeljene na intervalu [—a/2, a/2], kjer je 29 = —a/2 in x,, = a/2. Velja (xg) = 0 in ¥(z,) = 0, zato
Hamiltonova matrika potrebuje biti le dimenzije (n — 1) x (n — 1). Kako pa dobimo vrednost 1(x1)? Po
formuli velja

W (x) = P(2-1) — 4 (o) + 69 (1) — 49p(22) + P(23).
Tezave nastanejo, ker ne vemo, koliko je ¢(z_1). Da bo metoda natanéna, zelimo ¢ (x_1) aproksimirati
vsaj do reda h2. Velja:

2
Y1) = (z0) — e (z0) + 0 (a0) + O(R?).

Na sreco je ¥(xo) = " (x9) = 0, torej moramo izracunati le prvi dovod. Velja ¢'(xg) = (¢¥(x1) —
W(x—1))/2h, torej (x_1) = —(Y(x1) —(x_-1))/2 oziroma P(x_1) = —1p(x1). Vstavimo v prejsnjo enacbo
in dobimo:

h*(xy) = —tp(m1) +4- 0+ 69 (1) — 4 (w2) + (w3) = 5ep(z1) — 4(x2) + (x3).

Enake argumente lahko naredimo za konéni robni pogoj. Hamiltonova matrika je torej:

5 -4 1 0 -~ 0 0 0 0
4 6 -4 1 0 0 0 0
1 —4 6 -4 0 0 0 0
0 1 -4 6 0 0 0 0

H=1: Do
0 0 0 0 6 —4 1 0
0 0 0 0 4 6 -4 1
0 0 0 0 -~ 1 —4 6 -4
0 0 0 0 -~ 0 1 —4 5]

Ker je situacija prakti¢no identi¢na, kot pri prvem delu, lastnih funkcij ne bom Se enkrat risal, lahko pa
potrdim, da se rezultati diferen¢ne metode ujemajo z analiti¢nimi. Pogledamo si lahko, kako se spreminja
odstopanje prve lastne vrednosti od analiti¢ne resitve z manjSanjem koraka (Slika . Na zalost v tem
primeru nisem mogel uporabiti metode eigh_tridiagonal, zato sem natan¢nost lahko preveril samo do
h = 1/1000.

TTTT L B L I T T T T T T
10_1 E E
F § 600 [ .
107% E
103 ; ; i 400 - m
< s 1<
4 5 1=
107" ¢ 1=
F g 200 |- .
10_5 E E
F § —— numeri¢no
10-6 L | 0 - - - analiti¢no |
S | | B | | | T T T
1073 102 107! 0 200 400 600 800 1000
velikost koraka h indeks lastne vrednosti 4
(a) Odstopanje prve lastne vrednosti od analiti¢ne (b) Prvih nekaj lastnih vrednosti. V modrem so prika-
reSitve v odvisnosti od velikosti koraka h. zane lastne vrednosti matrike pri diferen¢ni metodi na

mrezi velikosti 1000 (h = 1/1000).
Slika 8: Lastne vrednosti pri dodatni nalogi.

Enako kot na sliki[7h]lahko opazujemo tudi spreminjanje lastnih vrednosti z njihovim indeksom. Tokrat
sem jih ze primerno transformiral, torej korenil in delil s 7. Rezultati so prikazani na Sliki[8b] Vsi zakljucki
so identi¢ni kot pri Sliki le da simetri¢nost zaradi transformacije ni ve¢ razvidna.
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5 Se nekaj dodatnega raziskovanja

Cisto na koncu sem se poglobil v posebej zanimivo vrsto analitiéno resljivega potenciala. Veéino informacij
sem pridobil iz Naloge 2.48 v [1I] in [2]. Naj ima potencial obliko:

CRA(+1)

V(z) = 2ma?

sech?(z/a),

kjer je [ celo stevilo, sech(x) = 1/cosh(z) pa hiperboli¢ni sekans. Ta potencial ima natanko [ vezanih
stanj. Osnovno stanje ima obliko:

1 JI(l+1
O — o +na )Clsechl(x/a),
a

kjer so C; = (2n)!/n!(n + 1)! Catalanova stevila. Do vseh ostalih stanj pridemo z uporabo lestvenega
operatorja:
d
a; = —ta— — il tanh(z/a).
=i (s/a)
Tako reko¢ gre za hiperboli¢no razli¢ico kvantnega harmonskega oscilatorja. Na primer, prvo vzbujeno

stanje za [ = 2 je
52) (z) o tanh(x/a)/ cosh(z/a).

Energije so:
2
2 P
2ma?’
kjer [ oznacuje globino potenciala, (n) pa indeks lastne energije. Se bolj zanimiv pa je ta potencial za
nevezana stanja. Izkaze se, da je transmisijski koeficient za to potencialno oviro enak:

!
nh
T(E,l)=¢ 21 arctan | ——— .
( ) xp( Z (2 2mE>>

n=1

EM = —(1—n)

Z drugimi besedami, |T| =1 in R = 0, torej gre za brezodbojni (angl. reflectionless) potencial.

V(x) = (6h%/2ma?®)sech?(z/a)

-10*
T T T T
0 — o
0 - ]
— \ [ Ba=—11 o2t f
< \ g
& \ / 5 —04f i
~ | / N
£ J\ = o6l .
-~ _4 ?
S V] Ei= 4| &
\ / _078 [ |
\) / —— numeri¢no
—6 -1t - -- analiticno |
| | | I I
—4 -2 0 2 4 0 50 100 150 200
z/a indeks lastne energije ¢

(a) Prvi dve lastni funkciji potenciala V oc sech?®(z). (b) Prvih nekaj lastnih vrednosti obravnavanega po-

tenciala za [ = 100. V modrem so prikazane lastne
vrednosti matrike pri diferen¢ni metodi na mrezi veli-
kosti 2 - 10°.

Slika 9: Lastne vrednosti in lastne funkcije za potencial V o sech?(z).
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Nekaj teh teoreti¢nih napovedi sem preveril tudi ra¢unsko z diferenéno metodo. Na Sliki [9a] vidimo
prvi (in edini) dve vezani stanji za [ = 2, ki se ujemata z napovedma. Na Sliki pa so prikazane lastne
vrednosti za [ = 100. Uporabljena matrika je bila velikosti 2 - 10° in opazimo lahko res lepo ujemanje
s teorijo do indeksa 100, ko velja kvadrati¢ni rezim. Naprej so seveda nas§i robni pogoji nesmiselni, saj
funkcija nikoli ne pade na ni¢. Za E > 0 bi bilo bolje uporabiti periodi¢ne robne pogoje. Vseeno pa je na
izbranem intervalu [—10a, 10a] Se dosti takih stanj, ki imajo slucajno pri z = +10a niclo, da se modra ¢rta
Se nekaj ¢asa po stotem indeksu ujema s ¢rtkano érto.

6 Zakljucek

Mislim, da nimam ni¢ ve¢ pametnega za pripomniti. Brezodbojni potencial je bil tako zanimiv, da mi je
vzel ¢isto prevec Casa, zato ga tukaj ne mislim izgubljati Se vec.
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