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Izracunaj Fourierov obrat Gaussove porazdelitve in nekaj enostavnih vzorcev, npr. mesanic izbra-
nih frekvenc. Za slednje primerjaj rezultate, ko je vzorec v intervalu periodi¢en (izbrane frekvence
so mnogokratniki osnovne frekvence), z rezultati, ko vzorec ni periodi¢en (kako naredimo Gaussovo
porazdelitev ‘periodi¢no’ za FT?). Opazuj pojav potujitve na vzorcu, ki vsebuje frekvence nad Ny-
quistovo frekvenco. Napravi Se obratno transformacijo in preveri natan¢nost metode. Poglej, kaj se
dogaja z ¢asom ra¢unanja - kako je odvisen od Stevila vzorcenj?

Po Fourieru analiziraj 2,3 s dolge zapise zacetka Bachove partite za violino solo, ki jih najdes na
spletni strani Matematicnofizikalnega praktikuma. Signal iz zacetnih taktov partite je bil vzoréen
pri 44100Hz, 11025 Hz, 5512 Hz, 2756 Hz, 1378 Hz in 882 Hz. S poslusanjem zapisov v formatu
.mp3 ugotovi, kaj se dogaja, ko se znizuje frekvenca vzorcenja, nato pa s Fourierovo analizo zapisov
v formatu .txt to tudi prikazi.
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1 Uvod

Fourierovo transformacijo funkcije h(t) lahko definiramo kot:

F(h)(v)=H(v) = /Oo h(t) exp(2mivt) dt.

— 00

Lahko definiramo tudi obratno transformacijo:
FHH)(t) = h(t) = / H(v) exp(—2mivt) dv.

Funkcija h(t) je obicajno predstavljena s tablico diskretnih vrednosti
hi = h(ty), tp=kA, k=0,1,2,...N —1.

Pravimo, da smo funkeijo vzoréili z vzoréno gostoto (frekvenco) f = 1/A. Za tako definiran vzorec obstaja
naravna meja frekvenénega spektra, ki se imenuje Nyquistova frekvenca, v. = 1/(2A): harmoniéni val s to
frekvenco ima v vzoréni gostoti ravno dva vzorca v periodi. ¢e ima funkcija h(t) frekvenéni spekter omejen
na interval [—v,, 1], potem ji z vzoréenjem nismo odvzeli ni¢ informacije, kadar pa se spekter razteza izven
intervala, pride do potujitve (aliasing), ko se zunanji del spektra preslika v interval.

Frekvencni spekter vzoréene funkcije racunamo samo v N tockah, ¢e hotemo, da se ohrani koli¢ina
informacije. Vpeljemo vsoto

N—
H, = hi exp(2wikn/N), n:—%,...,%,
k=0

_

ki jo imenujemo diskretna Fourierova transformacija in je povezana s funkcijo H takole:
H(yx)~A-H,.

Zaradi potujitve, po kateri je H_,, = Hy_,, lahko pustimo indeks n v zgornji enachi teci tudi od 0 do V.
Spodnja polovica tako definiranega spektra (1 < n < & — 1) ustreza pozitivnim frekvencam 0 < v < v,
gornja polovica (% +1 < n < N —1) panegativnim, —v. < v < 0. Posebna vrednost pri n = 0 ustreza
frekvenci ni¢ (“istosmerna komponenta”), vrednost pri n = N/2 pa ustreza tako v, kot —v..
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(a) Prikaz realnega dela Fourierove transformacije za (b) Prikaz realnega in imaginarnega dela Fourierove
Gaussovo funkcijo na intervalu [—5,5]. Vzoréenih je  transformacije Gaussove funkcije (o = 1). Vzorcenje
bilo N = 100 enakomerno porazdeljenih tock. je bilo na intervalu [—20,20] z N = 100 tockami.

Slika 1: Nekaj prikazov Fourierove transformacije Gaussove funkcije.

— Stran 2 —



Simon Bukovsek UL FMF Matemati¢no-fizikalni praktikum

2 Diskretna Fourierova transformacija

2.1 Gaussova porazdelitev

Za zacetek se lotimo izrat¢una Fourierove transformacije Gaussove porazdelitve:

h) 1 t2
= ex —_— .
V2ro? P\ 202
Transformacija je:

) oo (2222

Preverimo, kako to deluje v praksi. Gaussovo funkcijo lahko vzoréimo na dva nac¢ina: na intervalu [—a, a] ali
pa na intervalu [0, a] in nato vrednosti Se zrcalimo ¢ez tocko a. Tukaj je a poljubno izbrana tocka priblizno
nekaj velikosti . V drugem primeru smo Gaussovo funkcijo na nek nacin naredili periodi¢no. Ker pa
Fourierova transformacija (FT) vedno smatra, da vhodni seznam predstavljajo tocke, ki so enakomerno
porazdeljene med 0 in 1, dobimo dva razlicna rezultata. Na Sliki nam modra krivulja predstavlja
realni del FT za drugi primer (vzorcenje [0,a] in zrcaljenje), rdeci glavnikasti prikaz pa realni del FT
prvega primera (vzorcenje [—a,al). V tem primeru je bil @ = 50, vzorcenih pa je bilo N = 100 tock. V
obeh primerih smo spet dobili Gaussovo funkcijo po absolutni vrednosti. Realne komponente pa v drugem
primeru alternirajoce spreminjajo predznak. Razlog za to lezi v tem, da je FT vzela celotno obmoéje [—a, a]
za interval [0, 1], torej vrh krivulje lezi na tocki 1/2. Ker gre za premaknjeno funkcijo, velja formula:

F(h(t — 1)) = F(h)(v)e* ™.

Ker je 7 = 1/(2v,.), je modulacija ravno alternirajoca.

Na Sliki [TH pa sem spremenil obmo¢je vzoréenja na a = 200, hkrati pa sem Se vedno vzoré¢il le N = 100
tock. Posledica tega je mnogo bolj odebeljena Gaussova funkcija. V tem primeru imamo tezavo, saj je v
okolici vrha popolnoma premalo vzorcnih tock, da bil lahko dobro ocenili debelino krivulje. V limiti vecanja
intervala pri konstantni koli¢ini vzor¢nih tock bi dobili neke vrste §-funkcijo, transformirana Gaussovka pa
bi se prelila v konstantno funkcijo. To pa ni ni¢ drugega kot opis Heisenbergovega principa nedoloc¢enosti.
Bolj oster kot je vrh v ¢asovni domeni, tem §irsi je v frekvenéni domeni. Na Grafu[Ib|je zanimivo opazovati
tudi imaginarni del FT. Proporcionalno glede na realni del je dokaj majhen, vendar se ¢udovito vidi njegova
lihost. Gaussova funkcija je realna, torej lahko pricakujemo sod realni del in lih imaginarni del.
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(a) Prikaz Fourierove transformacije popolnoma sinu- (b) Prikaz Fourierove transformacije signala h(t) =
snega signala s periodo 10: h(t) = sin(207t). Vzoréenje sin(207t) + sin(607t). Vzorcenje je bilo na intervalu
je bilo na intervalu [0,1] z N = 100 tockami. [0,1] z N = 100 tockami.

Slika 2: Nekaj prikazov Fourierove transformacije sinusnih funkcij s celimi veckratniki periode.
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Slika 3: Prikaz pojava puscanja (angl. leakage). Vzorcenje je bilo na intervalu [0,1] z N = 100 tockami.
Vzorcena funkcij je bila h(t) = sin(207t) + sin(617¢).

2.2 Periodicni vzorci

Poglejmo si nekaj lastnosti in posebnosti Fourierove transformacije na podlagi nekaterih periodi¢nih vzor-
cev. Najprej si oglejmo transformacijo popolnoma sinusnega signala s periodo 1. Graf [2a] prikazuje to¢no
to, kar bi pricakovali. Povsod nicle, razen pri desetici in minus desetici je Spica. Realni del je povsod enak
ni¢, zato ni narisan na graf. Imaginarni del je pricakovano lih. Visina $pic je totno enaka 1/2. Ko se
negativni in pozitivni prispevek seStejeta, dobimo tocno 1, kar je ravno amplituda zacetne funkcije. Na
sosednjem Grafu [2b]je prikaz FT funkcije h(t) = sin(20mt) + sin(607t). Poleg enake $pice kot na grafu
dobimo $e eno Spico pri ¥ = £30. Razvidno je, da sta amplitudi obeh valovanj enaki.

Kaj pa se zgodi, ¢e perioda nasega vzorca ni veCkratnik osnovne frekvence. Pojav prikazuje Graf
Narisana je FT funkcije h(t) = sin(207t) + sin(617t) vzoréene na intervalu [0, 1] na stotih mestih. Na prvi
pogled bi pri¢akovali sliko, zelo podobno grafu[2B] vendar je narava malo manj enostavna. Pojavita se dve
glavni tezavi: visine vrhov niso ve¢ sorazmerne z jakostjo signala in sam signal ni ve¢ omejen na pravo
frekvenco. Spremeni se jakost drugih bliznjih frekvenc. Vrh pri frekvenci v = 10 pa s tem pojavom ni
prizadet. Cetudi se zdi, da se puscanje dogaja v rahlo vecji meri v smeri proti vecji absolutni vrednosti
frekvence, je to samo posledica potujitve, ki jo bomo obravnavali v enem od naslednjih podpoglavij.

2.3 Zero padding

Mozna metoda za natancnejSo dolocitev tako lokacije kot tudi intenzitete vrha se imenuje zero padding.
Na koncu signala dodamo nicle in s tem navidezno izboljsamo natanénost meritve. Na Slikah [4D]je z modro
prikazana FT iste funkcije kot na [3| to je h(t) = sin(207t) + sin(617t), vzoréena na N = 100 tockah. V
rdec¢em primeru pa sem na konec signala dodal Se 900 nicel. Frekvencna locljivost se pri tem za desetkrat
zviSa, kar prinese tako prednosti kot slabosti.

e Prednost: natanénost dolocitve frekvence vrha se izboljsa (v mojem primeru za faktor 10).
e Prednost: natancénost dolocitve jakosti vrha se izboljsa.

e Slabost: ¢as racunanja se poveca (v mojem primeru za faktor 100, s FFT za faktor okoli 10).

Slabost: dobimo precej nenavadno oscilatorno obnasanje, ki ga prej ni bilo.

Slabost: puséanje se zgodi tudi pri frekvencah, pri katerih ga prej ni bilo.
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(a) Sirsa slika. (b) Povecan prikaz v okolici v = 30.

Slika 4: Prikaz uporabe zero paddinga. Vzorcenje je bilo na intervalu [0,1] z N = 100 tockami.
Vzorcena funkcij je bila h(t) = sin(207t) + sin(71xt). Z modrim glavnikastim prikazom je oznacena
osnovna funkcija, z rdeco pa ista funkcija z dodanimi 900 ni¢lami.

2.4 Potujitev

Ce nas vzorec vsebuje frekvence, ki so vecje od Nyquistove frekvence v, pride do pojava, imenovanega
potujitev (angl. aliasing). Frekvence, ki so visje od v, se toliko ¢asa zrcalijo okoli v, in —v,, dokler
ne pristanejo znotraj obmocja [—v.,v.]. Za demonstracijo si poglejmo Sliko Prikazuje FT funkcije
h(t) = sin(207t) + sin(141xt). Iz transformacije pa se zdi, kot da je vsebovana frekvenca v = 29,5. To
se zgodi, ker velja 50 — 70,5 = —29,5. S Slike [5D] lahko vidimo, da je vzrok za identi¢no sliko pravzaprav
identi¢ni zacetni vzorec. Ceprav imamo dve popolnoma drugaéni funkciji, je vzoréenje obeh natanko enako.
Vseeno pa lahko opazimo pojav puscanja.
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(a) Prikaz potujitve. Vzorenje je bilo na intervalu (b) Primer vzorcenja dveh razliénih funkcij: f(t) =

[0,1] z N = 100 tockami. Vzoréena funkcij je bila sin(207t) + sin(141xt) in g(t) = sin(207t) 4 sin(597t).
h(t) = sin(207t) + sin(141xt). Transformacija pa trdi, Ker sta obe funkciji vzoréeni s frekvenco v = (59 +
da je prisotna frekvenca v = 29,5. 141)/4 = 50 Hz, so vse vzoréene vrednosti enake.

Slika 5: Prikaz in razlaga pojava potujitve.
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2.5 Obratna transformacija

Na hitro si poglejmo Se inverzno transformacijo. Ce je vse pravilno implementirano, mora veljati
h(t) = FHF(h))(1).

Na Grafu[f]je prikazana natan¢nost obrata oziroma razlika med zacetno in dvakrat transformirano funkcijo.
Funkcija je popoln $um, torej h(t) = Rand(0,1). Razlika za moji implementaciji FT in inverzne FT je
okoli 10714, kar bi pri¢akovali pri natanénosti float64 in priblizno stotih sestevanjih. Uporaba numpyjeve
rutine fft in ifft pa je e bolj natanéna in se giblje v okolici 10716, kar je priblizno tudi natanénost
float64. Seveda pa sama natancénost ne pove vsega, oziroma prej da lazen ob¢utek varnosti. Veé¢ o tem v
naslednjem poglavju.
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Slika 6: Prikaz razlike med zacetno funkcijo in dvakrat transformirano (v modrem). V rdecem je isti
prikaz za numpyjevi rutini £ft in ifft.

2.6 Cas racunanja

PomenljivejSo zgodbo o uspesnosti moje implementacija FT pripovedujeta grafa [Ta]in [Tbl S prvega grafa
se vidi kvadratna rast mojega algoritma O(n?) in to, da je fft nepredstavljivo boljsi. Na svoje meritve sem
poskusil prilegati kvadratno funkcijo ¢(N) = aN? + bN + ¢ in sem dobil naslednje parametre:

= (1,570 £0,011) - 107 %s, b= (2,277 40,012) - 107 %s, c¢=(-2,5+4,0)-107

Funkcija se lepo prilega, kvadratno rast pa lahko ugotovimo tudi s pogledom na kodo; vsebuje namrec
dvojno zanko dolzine N. Ker je £ft algoritem tako “overpowered”, si moramo isti graf pogledati tudi na
logaritemski skali (Graf . V primerjavi z mojo implementacijo je FFT skoraj konstanten. V teoriji je
njegova kompleksnost O(nlogn), vendar pri tako majhnih velikostih nisem uspel ujeti dobrega fita.

2.7 Bachova partita

V spletni uéilnici smo imeli Sest razlicnih posnetkov istega takta Bachove partite za violino solo. Za vse
sem naredil Fourierovo transformacijo. Pri vzorcenju v = 882 Hz je bil posnetek skoraj neprepoznaven,
saj se je slisalo le grmenje. Pri vzoréni frekvenci v je najvisja zaznana frekvenca v/2, zato na tistem
posnetku ne slisimo ve¢ od 441 Hz. Ob pogledu na graf [8| se neprepoznavnost zdi nenavadna, saj je ve¢ina
moci shranjene v frekvencah manjsih od 441 Hz. Ne smemo pa pozabiti, da cloveski sluh zaznava zvok
logaritemsko, torej moramo zares opazovati Graf[J] Z vecanjem frekvence vzoréenja se zvoénim posnetkom
viSa tudi frekvenéni spekter. Posnetkov 11025 Hz in 44 100 Hz skoraj ne morem veé razlociti. Posnetek
44100 Hz doda na pram posnetku 11025 Hz le frekvence, ki so ve¢je od v = 5kHz. Te frekvence so v
spektru zelo slabo zastopane, hkrati pa tudi ¢lovesko uho nanje ni zelo obé¢utljivo. Sicer pa tudi moj
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Hitrost izracuna transformacije Hitrost izra¢una transformacije
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(a) Cas izra¢una FT za razli¢no velike vzorce. V mo- (b) Ker je numpy rutina toliko hitrejsa od moje, se
drem je moja implementacija, v rdeCcem numpy fft splaca situacijo pregledati Se na logaritemskem prikazu.
rutina. V svetlem je prikazan standardni odklon casa
izracunov.

Slika 7: Hitrosti izra¢una FT.

glasbeni antitalent ne pripomore k situaciji. V lu¢i mojega precejSnjega nerazumevanja glasbene teorije
lahko le modro pripomnim, da se maksimum spektra nahaja pri frekvenci vy,ax = 287 Hz, kar ne ustreza
nobeni noti, najblizje je Dy. Dobrsen del prispevajo tudi frekvence 277 Hz (DY), 494 Hz (By), 555 Hz (D2)
in 1111 Hz (D}). Ocitno so oktave note des (D°) zelo izrazita.

-10°
1 | T T T T T T T T T | 75512 HZ
— 2756 Hz
— 1378 Hz
— 882 Hz
<
05| .
4 b
=
0

| | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Frekvenca [Hz]

Slika 8: Fourierove transformacije stirih posnetkov z razli¢nimi vzorénimi frekvencami. Prikaz je le do
v = 2000, saj so prispevki naprej premajhni, da bi jih lahko videli.

2.8 Wilbraham-Gibbsov pojav

Od kar smo pri pouku matematike prvi¢ spoznali Fourierovo vrsto, mi je v spominu ostal zanimiv pojav.
Ce malo pobrskamo po matemati¢nih zapiskih, najdemo sledece.
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Slika 9: Fourierove transformacije petih posnetkov z razli¢nimi vzorénimi frekvencami.

Naj bo f : R — R odsekoma zvezno odvedljiva funkcija na I = [0, 1]. Naj ima v neki to¢ki zo € (0, 1)
levo limito f(zg ), desno limito f(x{) in v tocki z¢ skok velikosti a:

flag) = flzg) =a#0.

Naj bo Sy f delna Fourierova vsota do ¢lena N. Velja

1
. _ _ + X
nlggoSNf (xo + 2N> = f(zy) +a-0,089...,

nh_)rr;o Snf <x0 — 2;7) = f(zy) — a-0,0895...
in
Faf) + flag)

pm S f(wo) = 2

Temu pojavu se rece Wilbraham-Gibbsov fenomen, vrednost 0,0895 pa lahko izrazimo s pomocjo sinu-
snega integrala:

1 T sl 1 3 1
0,080 489 872 235... = — / SINT e Si(m) 1
T™Jo T 2 T 2

Poglejmo si pojav na primeru stopnicaste funkcije:

1 teo,1/2)
h(t)_{o, tel1/2,1)°

Pojav je prikazan na Sliki Izracunane vrednosti preskoka za razlicne N so zbrane v Tabeli

N Swf(1/2—1/(2N)) 1
10 0,09116410442880296
100 0,08950653965521460
1000 0,08949003890282636
10000 0,08948987390275631
100000 0,08948987225275973
1000000 0,08948987223623805
tocna vrednost 0,08948987223608363

Tabela 1: Vrednosti preskoka za razlicne N.

— Stran 8 —



Simon Bukovsek UL FMF Matemati¢no-fizikalni praktikum

— )
1 k’ ‘“A — S1o00h(t) [

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
t

Slika 10: Prikaz Wilbraham-Gibbsovega pojava na stopnicasti funkciji.

2.9 Dodatna naloga

Za dodatno nalogo sem analiziral posnetke treh razliénih udarcev na akusti¢ni resonator. Na Sliki SO
prikazani §ibek udarec (modro), moc¢an udarec (rdece) in zelo mo¢an udarec (zeleno). Osredotocil sem se
na frekvence, nizje od 200 Hz. Pri zelo nizkih frekvencah vidimo razli¢ne prispevke od razlicnih udarcev,
ki pa so najbrz le zvok samega udarca in ne resoniranja. Vsi tri poskusi pokazejo manjsi vrh pri frekvenci
60 Hz, zadnje dva pa vsebujeta zelo izrazit vrh pri 97 Hz.

1072
[ I I
1,5} | ——Poskus 1 | |
‘ —— Poskus 2
— Poskus 3
= 1f |
o>
=
|
= 0,5 A .
| | | | |

| | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Frekvenca [Hz]

Slika 11: Fourierove transformacije treh posnetkov akusti¢nega resonatorja: slaboten udarec (poskus 1),
mocnejsi udarec (poskus 2) in zelo mocan udarec (poskus 3).

3 Zakljucek

Naj bo tokrat zakljucek malo krajsi. Fourierova transformacija je zelo uporabna in zanimiva stvar. To-
kratna naloga nas je vodila v odkrivanje razliénih lastnosti in posebnosti transformacije. Ce bi moral
izpostaviti najzanimivejSo, bi to bilo puscanje, saj je res nadvse ne-intuitiven pojav.

Transformacija, ki sem jo sam napisal, pa je resni¢no pomilovanja vredna, saj je popolnoma neuporabna
za kakr$nekoli daljse nabore podatkov. To je Se posebej v o¢i bodece, ko stoji zraven FFT. Lekcija za
naslednji¢ je torej, ¢e lahko uporabis FFT, je to boljSa moznost.
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