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1 Uvod

Nerelativisti¢no kvantno mehaniko lahko formuliramo na dva nac¢ina: valovnofunkcijski (Schrédingerjev) in
matricni (Heisenbergov) opis. V obeh formulacijah je osnovna enacba stacionarna Schrédingerjeva enacba,
ki jo zapiSemo kot
Hy = Ev.

V osnovi je to problem lastnih vrednosti, ki ga seveda lahko vidimo na dva popolnoma razli¢na nacina. V
primeru valovnih funkcij je pogosto to neke vrste Sturm-Liouvilleov problem, kjer iS¢emo lastne funkcije
in lastne vrednosti operatorja H. V matriéni formulaciji pa je to problem diagonalizacije matrike H.
Lastna stanja so v prvem primeru funkcije v drugem pa vektorji, ampak z nekoliko bolj oddaljene mate-
mati¢ne perspektive so to popolnoma ekvivalentni objekti. V tej nalogi se bomo osredotoéili na perturbiran
kvantnomehanski harmonié¢ni oscilator, ki ga podaja potencial:

1
Vig) = 5612 + Agh.

Zaradi zglednosti zapisa merimo energijo v enotah fuww, gibalne koli¢ine v enotah (hmw)
enotah (h/mw)'/2. Hamiltonian lahko zapisemo kot

H = Hy+ \¢*,

1/2 in dolzine v

kjer Hy = (p* + ¢?)/2 predstavlja neperturbiran Hamiltonian harmonskega oscilatorja. Lastne funkcije
le-tega so (n € Np)

[n) = @"nlV/m) ™2 2 A, (),
pri éemer je H,, n-ti Hermiteov polinom. Lastne energije so E = n+1/2. Na tej tocki se lahko prestavimo
v matri¢ni opis. Poljubno valovno funkcijo lahko zapisemo v bazi lastnih funkcij harmonskega oscilatorja
(zahvaljujo¢ dejstvu, da so Hermiteovi polinomi ortogonalni) kot

¢ = Z Cn|n’>a
n=0

torej nam neskonéno-dimenzionalni vektor (cg, ¢y, ...) enoli¢no opisuje poljubno valovno funkcijo. Se vec,
velja
H0¢ = E¢a
kjer je Ho,;,j = (i + 1/2)d; j, in posebej
Hy|n") = Ep[n®).
Sedaj dodamo anharmonski ¢len in reSujemo problem lastnih vrednosti:
(Ho + AH" )y = E.

Pri tem je H' matrika z elementi:
4
Hy, = (mlg"In).
Velja se
H =

m,n

(3(2n2 204 Do + 20/ + )+ 2)(20 + 3) Gmszn + Omnso)

Vi D+ 2)(n+3)(n + 4) Omsan + 5m,n+4)) .

B~ =

Ta enacba je mnogo boljsa od tiste, ki je podana v navodilih, saj ne vsebuje fakultet, ki pri velikih
vrednostih otezijo racunanje. Lahko pa namesto matri¢nih elementov [¢*] racunamo kar matri¢ne elemente
[¢°] ali [q] ter jih nato matri¢no potenciramo. Matrike si lahko vizualiziramo takole:

0 1 0 0 [Loov2 0 e 0]
0 3 0 V6 0
1 0 V2 0
1 ., 1[V2 0 5 0 0
dJ=—=10 V2 0 0, l*1=5 ,
V2 S 0 V6 o0 7 a(n — 2)
0 0 0 n 0 . . - - 0
L0 0 0 an—2) 0 2n+1 |
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3 0 6v/2 0 26 0 0
0 15 0 106 0 230 - 0
6v2 0 39 0 28/3 0 0

= 1] 0 10v6 0 75 0 36v5 . d(n—4)

=7 :

4196 0 28V3 0 123 0 . 0

0 2v30 0 36v/5 0 183 . c(n—2)

L 0 0 0 dn—4) 0 ¢n—-2) 0 b(n) |

Funkcije a, b, ¢ in d so definirane kot:
a(k) =+/(k+1)(k+2),
b(k) = 3(2k* 4 2k + 1),
c(k) =2y (k+1)(k+2)(2k + 3),
d(k) = /(kE+1)(k+2)(k +3)(k + 4),
kjer je k indeks, ki se zacne na zacetku diagonale z niclo. Pomembno je omeniti, da v principu sicer velja
[q]* = [¢®]? = [¢*], vendar potenciranje kon¢nih matrik pusti robne defekte. Zato je bolje racunati kar

matri¢ne elemente [¢4].

2 Anharmonski oscilator

2.1 Hitrost izrac¢una lastnih vrednosti

Preden se lotimo ra¢unanja energij in valovnih funkcij, je potrebno sestaviti samo Hamiltonko. Kot ze
omenjeno v uvodu lahko to storimo na ve¢ nacinov:

e izracun [g] ter dvakrat zaporedoma matri¢no kvadriranje;

e izratun [¢?] ter matri¢no kvadriranje;

ik

e direkten izracun [q
e branje zZe izrac¢unane matrike velikosti 5000 x 5000 iz trajnega spomina.

Zadnja metoda zahteva vnaprejsnji izracun, ki pa se na dolgi rok lahko izplaca, sploh ¢e je potrebno veckrat
ra¢unati Hamiltonke velikih velikosti. Po izrac¢unu [g*] sem to matriko pomnozil z A in jo pristel h Hj.
Graf [Ta] prikazuje hitrost posamezne metode za razlicne velikosti matrike. Izkaze se, da je najucinkovitejsa
metoda direkten izracun [¢*], sploh po tem, ko sem sam izpeljal izraz, ki ne vsebuje fakultet. Pri priblizno
N = 2500 postane branje iz datoteke hitrejse kot izracun. Metodo bi lahko Se bolj optimiziral, tako da
bi vnaprej izracunal razlicne velikosti matrik in iz pomnilnika bral tisto, ki je najblizje velikosti, ki jo
potrebujem.

Naslednji korak je diagonalizacija in izracun lastnih energij ter vektorjev. Zaradi velike dimenzije
matrike metoda s karakteristicnim polinomom popolnoma odpove, zato se je potrebno lotiti drugace.
Preveril sem $tiri metode:

e lastna implementacija Householderjeve metode;
e implementacija Householderjeve metode iz spletne ucilnice;
o funkcija eigh iz knjiznice numpy.linalg, ta je namenjena diagonalizaciji simetri¢nih matrik;

o funkcija eigsh iz knjiznice scipy.sparse.linalg, ta je namenjena iskanju prvih nekaj lastnih vre-
dnosti “redkih” matrik, torej takih, ki imajo skoraj povsod nicle.
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Hitrost iskanja lastnih vrednosti in vektorjev Hitrost izdelave Hamiltonjana
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(a) Primerjava hitrosti izracuna lastnih vrednosti z (b) Hitrost izra¢una Hamiltonove matrike za razli¢ne
naslednjimi metodami: lastna implementacija Ho- velikosti matrike pri §tirih razlicnih metodah: izrac¢un
useholderjeve metode, program iz spletne ucilnice, [g] z dvojnim kvadriranjem, izra¢un [q2] z kvadriranjem,
numpy.linalg.eigh ter scipy.sparse.linalg.eigsh. Lastna direkten izracun [¢*] ter branje Ze izraunane matrike
implementacija je seveda najmanj ucinkovita. Zaradi velikosti 5000 x 5000 iz trajnega spomina. V svetlejsih

dolgotrajnosti izracuna, je lastna implementacija prever- barvah je prikazana statisticna napaka izracuna.
jena le do mizernih 30 dimenzij.

Slika 1: Izracuni hitrosti algoritmov.

Rezultati so prikazani na grafu [Ta] Razvidno je, da je lastna implementacija krepko najpocasnejsa od
testiranih. To je popolnoma pricakovano, saj nimam dovolj$nih izkuSenj v programiranju in casa, da bi
lahko razvil karseda optimalno metodo. Prav tako lahko opazimo, da za matrike podobne velikosti lahko
porabi zelo veliko ¢asa. To je najbrz problem v preverjanju Stevila iteracij v QR metodi in bi se najbrz z
ve¢ Casa lahko to optimiziralo. Na drugem mestu je implementacija v Pythonu iz spletne uéilnice. Tudi
to je razumljivo, saj vecina rac¢unanja Se vedno tece v Pythonu, ki je interpretiran jezik, medtem ko sta
knjiznici numpy in scipy napisani v C-ju, ki je preveden jezik in zato deluje hitreje. Prav tako so v
te knjiznice najverjetneje vgrajene funkcije, ki preverijo tip matrike in izberejo najucinkovitejso metodo.
Presenetljivo je, da je scipy-jeva metoda vecinoma delovala pocasneje kot numpy-jeva. Za to vidim dve
mozni razlagi. Scipy knjiznica sparse je namenjena redkim matrikam (kakrsne so tudi nase), vendar je
optimizirana za iskanje samo prvih nekaj najmanjsih lastnih vrednosti. Ker smo v zgornjem testu zeleli
ugotoviti vse lastne vrednosti, je zato program deloval manj optimalno. Druga moznost je ta, da metoda
eigh iz numpy-ja ugotovi, da so matrike redke in zato uporabi podobno metodo kot eigsh iz scipy-ja.
Opaziti je tudi precejSen skok v ¢asu izvajanja pri velikosti N = 70 za numpy, kar namiguje na spremembo
algoritma (lahko pa je tudi kaksna druga nevsecnost, recimo “garbage collection”). Glede na to da je bila
numpy metoda povecini najhitrejsa, sem jo uporabil za vse nadaljnje izracune.

2.2 Lastne energije

Lotimo se racunanja lastnih energij. Ker sem slabo prebral navodila, se vsa analiza zadeva razpona
0 < XA <10. V kolikor govorim o matriki, veliki n ali dimenzije n, imam v mislih matriko velikosti n x n,
saj so vse kvadratne. Ze takoj na zacetku naletimo na vprasanje natancénosti: kako veliko moramo vzeti
Hamiltonovo matriko, da dobimo zadostno natan¢nost za n-to energijo? Zaceti je najlazje s preprostim
grafom, kjer na eno os risemo velikost matrik, na drugo pa izratunane energije. Ta graf je predstavljen na
Sliki 2B} Ob njem se lahko nau¢imo nekaj ugotovitev. Najocitnejsa je ta, da lahko n-to energijo pridobimo
z matriko, ki je velika vsaj n — jasno, matrika ima natanko toliko lastnih vrednosti kot ima dimenzijo.
Vecje energije, kot kaze, potrebujejo ve¢ dodatnih dimenzij, da se ustalijo pri konéni vrednosti. Tako je
za natancen izracun prve energije potrebna matrika velikosti 6, za deveto energijo pa Se trideset dimenzij
ni zadosti. Zadnje opazanje je nenavadna stopnicastost krivulj. Natancneje, velikokrat se zgodi, da je
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doloc¢ena lastna vrednost pri dveh sosednjih dimenzijah popolnoma enaka. Tega sam ne znam razloziti,
saj se ne spoznam dovolj na uporabljene algoritme.
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(a) Na grafu je prikazano spreminjanje energij po inde- (b) Prikaz spreminjanja izrac¢unanih lastnih energij z
ksih za razli¢ne vrednosti parametra . dimenzijo Hamiltonove matrike.

Slika 2: Lastne energije.

Poskusimo sedaj bolj kvantitativno dolo¢iti zadostno velikost Hamitoliana. Poglejmo si grafa [33] in
Predstavljata potrebne dimenzije matrike, da je pri dani energiji (oziroma indeksu energije) dosezena
dolo¢ena natan¢nost (1072, 107% in 1075). Za “toéne” vrednosti sem vzel tiste, ki sem jih izracunal iz
matrike velike 2000. S pomocjo tega lahko priblizno ocenimo, kako veliko matriko naj vzamemo, ¢e zelimo
natanéno izraéunati recimo stoto energijo. Za natanénost € = 1076 pri A = 1 je to okrog N = 700, za
A =10 pa okrog N = 1600. Zanimivo je, da Ceprav se potrebne dimenzije pri A = 10 viSajo mnogo hitreje
kot pri A = 1, je eksponent potencne odvisnosti pri obeh enak (glej Tabelo . To seveda predpostavlja
potencno odvisnost, kar ni nujno res; vseeno pa je zanimiva opazka, ki je nisem pricakoval in je ne znam
dobro pojasniti.

A ‘ eksponent

1 | 1,225+ 0,002
2 | 1,223 £ 0,002
10 | 1,221 4+ 0,006

Tabela 1: Eksponent potenc¢ne odvisnosti potrebne dimenzije matrike od indeksa energije za na-
tanénost € = 1076,

Vrnimo se nazaj k racunanju energij. Na Grafu[2a]so prikazane velikosti energij v odvisnosti od indeksa
energije za $tiri razlicne A. Pri A = 0 opazimo linearno odvisnost oblik E(n) = n+1/2, pri ostalih A pa gre
za hitreje narascajoc trend. Zdi se, kot da vse krivulje predstavljajo neko poten¢no odvisnost E(n) o n®.
Zanimivo bi bilo raziskati odvisnost a()), vendar je ze zdaj porocilo zadosti obsezno.

Glede lastnih energij se mi pojavita Se dve mozni poglobitvi: kako se prvih nekaj energij spreminja z A
in kako dobro lahko to spreminjanje opiSemo s perturbacijsko teorijo. Na Sliki [fa] je prikazana odvisnost
prvih treh energij od A. Vidimo, da se energije sprva spreminjajo zelo hitro, kasneje pa preidejo v priblizno
logaritemsko rast. Ce pa zelimo preveriti teorijo motenj oziroma s teorijo motenj preveriti nase izracune
se moramo omejiti na mnogo manjse A, natanéneje na interval [0,0,2]. Poglejmo si najprej nekaj teorije.
Zatnimo z osnovno enacbo:

H=Hy+ \H'.

E, = Eflo) + /\Er(Ll) + /\2E7(L2) +oen,
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(a) Natan¢nost izracuna lastnih energij za razli¢ne veli- (b) Natan¢nost izracuna lastnih energij za razli¢ne veli-
kosti Hamiltoniana pri A = 1. kosti Hamiltoniana pri A = 10.

Slika 3: Natancnost izracunanih energij. Po ekstrapolaciji lahko ocenimo, da za izra¢un stote energije
pri A =1 in € = 1079 potrebujemo velikost nekaj ve¢ kot 700, za A = 10 pa okrog 1600.

kjer so E,(Zi) energije i-tega reda. V nasem primeru je Hy diagonalna, zato je E7(10) =n+ 1/2. Za prvi red
perturbacije velja:
EY = (n|H'[n),
kar smo ze izrac¢unali: 5
EW = Z(2n2 +2n + 1).

n

Popravek drugega reda je

E(2)

Z | m|H'|n |2 ~(@2n+1)(21417n + 17n?)

Skupni rezultat je torej

1 3 2 1)(21 + 17 17n?
En:n+§+1(2n2+2n+l))\—(n+ I ; n 177 o 4 oo,

Za prve tri nivoje energije dobimo:

1 3, 21
Ey =5+ A - §A2 + O\,
3, 15 165 15 o(y3
5 615
Eo == et W 3
2 =5 4)\ 5 A+ O(N).

Ustreznost izracunanih priblizkov je prikazana na Grafu Prvi red je zagotovo pravilno izrac¢unan, saj
pikcasta ¢rta v vseh primerih kaze tangentno na graf. Drugi priblizek je pa nekoliko vprasljiv, saj zelo
mocno zavije stran od grafa.

2.3 Lastne funkcije

Namenimo Se nekaj energije prikazu lastnih funkcij. Tokrat sem izbral dve moznosti — direkten prikaz in
sestavo iz Hermiteovih polinomov. Zaradi velikosti sem te prikaze vkljucil v dodatek, saj ne zelim, da je
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(a) Odvisnost prvih treh energij anharmonskega oscila- (b) Primerjava izratunov s perturbacijo prvega
torja od parametra A na intervalu [0, 10]. (pikcéasto) in drugega (Crtkano) reda.

Slika 4: Odvisnost energij od parametra A.

branje porocila prekinjeno s celo stranjo grafov. Graf[f] prikazuje kako so lastne funkcije motenega harmon-
skega oscilatorja sestavljene iz lastnih funkcij nemotenega oscilatorja. Na osi z (vodoravno) je prikazan
indeks lastne funkcije anharmonskega potenciala, na osi y (navpiéno) pa indeks lastne funkcije nemotenega
harmoni¢nega oscilatorja. Barva prikazuje velikost komponente lastnega vektorja (rde¢a negativno, modra
pozitivno). V teoriji bi ta prikaz moral biti neskoncen, vendar je zaradi o¢itnih prakti¢nih razlogov omejen
samo na prvih 100 lastnih funkcij obeh vrst oscilatorjev. To pa seveda ne pomeni, da se prispevki lasnih
funkcij nemotenega oscilatorja koné¢ajo pri 100. Celoten izra¢un je bil izveden do velikosti 1600, kolikor smo
v prejénjem poglavju ocenili, da je potrebno za 1076 natanénost pri stoti lasnti vrednosti pri A = 10. Pri
A = 0 vidimo samo diagonalo, kar je edino pravilno (nemotena lastna funkcija je sestavljena samo sama iz
sebe). Pri zelo majhni vrednosti A so prispevki Se vedno v okolici diagonale, vendar se ta debelina z A veca.
Ob podrobnejsem pogledu lahko opazimo sahovski vzorec (belo-barvno), kar je posledica tega, da sta tako
harmonski kot anharmonski potencial sodi funkciji. Posledica so izmenjujoce sode in lihe lastne funkcije v
obeh primerih in zato so sode funkcije anharmonskega oscilatorja sestavljene samo iz vsake druge (samo iz
sodih) funkcije harmonskega oscilatorja. Podobno velja za lihe. Druga opazka je nekoliko mo¢nejsa barva
lastnih funkcij, hkrati pa tudi nekaterih visokih lastnih funkcij. Obenem gre opaziti bele proge.

Na Grafu[7] so lastne funkcije prikazane kot funkcije parametra q. Z vseh grafov lahko sklepamo, da so
funkcije pri vecjih A bolj “stisnjene” proti sredini in bolj divje valovijo. Stisnjenost proti sredini je posledica
zelo hitre rasti ¢* v anharmonskem potencialu. Vegja visina valov pa je hkrati posledica stisnjenosti in
dejstva, da so energije visje. To tudi razlozi, zakaj se debelina obarvanega obmocja okoli diagonale na
grafih [6] veca z lambdo.

2.4 Dodatna naloga

Za konec si poglejmo Se dodatni izziv. Naj bo potencial oblike

2, 1 4
Vig) = —2¢"+ 354"
Tak potencial ima dva minimuma. Lastne energije so v Tabeli
Ceprav se mogoce zdi, da je prvih nekaj stanj dvakrat degeneriranih, natanénejsi racun pokaze, da
ni tako. Razlika med osnovnim in prvim vzbujenim stanjem znasa 2,1 - 1077 hw. Razlike med sodim in
naslednjim lihim stanjem se z energijo vecajo. Zaradi simetri¢nosti potenciala pa lahko lastne funkcije
razdelimo na sode in lihe (glej Graf .
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n| E/(hw) n| E/(hw)

0 | —8,61188072 || 5 | —3,48899003
1| —8,61188051 || 6 | —1,35382723
2 | —5,94973459 || 7 | 0,17228964
3| —5,9496976 || 8 | 0,78052092
4| —3,49155945 || 9 | 0,78052092

Tabela 2: Prvih deset lastnih energij za potencial z dvema minimumoma.

Sode lastne funkcije Lihe lastne funkcije
2 . T T T T o T T T ]
Oj ]‘ S | Es | oF R T Eo-
_2 B \\I /l/ \\\ ’, E67 _2 [~ | ’/ \\ ; E77
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_6 ‘\ /I v - — ‘. 7 \\
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Slika 5: Lastne funkcije potenciala z dvema minimumoma, prikazane kot sode in lihe.

3 Zakljucek

Naloga je od nas zahtevala razmislek o numeri¢nem reSevanju problema lastnih vrednosti in nas k temu
motivirala s pomoc¢jo problema kvantnomehanskega anharmonskega oscilatorja. Ta primer po mojem
mnenju sluzi dvojnemu namenu — kot primer za ucenje iskanja lastnih vrednosi in hkrati vpogled v
drugacen opis kvantne mehanike, ki se bolj redko pojavi v zacetniskih ucbenikih (izjema so Feynman’s
lectures on physics).

Ker je bilo navodilo dokaj odprte narave, sem vec ¢asa posvetil raziskovanju razlicnih odvisnosti med
energijami in parametrom A in pa risanju grafov. Ker za risanje grafov pretirano trmasto vztrajam
pri orodju BTEX in knjiznice PGFPLOTS, sem naletel na nekaj tezav v zvezi s koli¢ino podatkov, ki jih
lahko IATEX obdela. Do sedaj sem se vedno trudil podatke ¢im bolj predelati v Pyhtonu, tako da za
ITEX ostane res samo e risanje, vendar je v primeru Grafov [f] to Se vedno pomenilo risanje 10 000 tock.
Resitev: Lual#TEX, ki nima taksne prostorske omejitve kot navadni IATEX. Na omenjeni problem sem ze
veckrat naletel in sem ga vedno smatral za neresljivega, zato sem preprican, da mi bo pridobljeno znanje
o Lual#TEXu v prihodnosti prislo Se kako prav.

Ce strnem zakljuéne misli, lahko re¢em, da se lastna implementacija ze obstojecih algoritmov tipiéno
ne splaca, razen ¢e smo zelo prepric¢ani, da je nas primer dovolj poseben, da lahko na podlagi te posebnosti

bistveno izboljsamo hitrost. Vseeno pa je potrebno vedeti vsaj nekaj osnov za primer, ko knjiznica ni na
voljo.

Dodatek

Spodaj so prikazi lastnih valovnih funkcij za anharmonski oscilator.

— Stran 8 —
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N—0 A = 0,001 A=0,01
4020 40 60 80 100 5020 40 60 80 100 4020 40 60 80 100
20| 20| 20| |
10| oF oF .
60| 60 | - . 60| .
80| 80| . 80| .
1ob— 100 100
A=0,1 A=1 A =10
;020 40 60 50 100 4020 40 60 50 100 5020 40 60 80 100
20| 20 | | 20 | 1
10| 40/ | 40/ —
60 | 60 | ! 60 |- -
80| 80 |- | 80 |- |
100 100 100

Slika 6: Eden od nacinov prikaza lastnih vektorjev. Na osi x je prikazan indeks lastne funkcije, na osi y
pa indeks lastne funkcije harmoni¢nega oscilatorja. Barva prikazuje velikost komponent.

Prva lastna funkcija Druga lastna funkcija
1,5 T T T I I T ]
o |T—A=0l Ll—x=01 )
1 AN A= ] - a=1
A=10
0,5 i
1} 7, |
O [ -
| | | | | | | | | |
-6 -4 =2 0 2 4 6 —6 -4 =2 0 2 4 6
z/(h/mw)'/? z/(h/mw)/?
Tretja lastna funkcija Cetrta lastna funkcija

z/(h/mw)'/? x/(h/mw)/?

Slika 7: Prikazi prvih §tirih lastnih funkeij za A € [0,0,1, 1, 10].
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