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izra¢un vrednosti Airyjevih funkcij Ai in Bi na vsej realni osi z absolutno napako, manjso od 1071V,
Enako naredi tudi z relativno napako in ugotovi, ali je tudi pri le-tej dosegljiva natanc¢nost, manjsa od
10710,
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1 Uvod

V tej nalogi se bomo ukvarjali z Airyjevima funkcijama Ai in Bi, ki sta definirani kot resitvi Airyjeve
diferencialne enacbe

y' () = ay(z).
Ta enacba se obcasno pojavi v fiziki, predvsem pri Studiju optike in kvantne mehanike. Za motivacijo
si zamislimo enodimenzionalno stacionarno Schrodingerjevo enacbo za linearen potencial V(x) = ax (pri
pogoju a > 0):

h? d%y
- = FE.
2m dx? +ozy v
Ce vpeljemo brezdimenzijsko spremenljivko & = %(am — E), dobimo
d2y
[

Cetudi se to zdi, kot da je ta primer pretirano preprost in umeten, se vseeno izkaze za zelo uporabnega,
saj lahko vsako funkcijo lokalno aproksimiramo s premico. Eden pomebnejsih primerov uporabnosti je
povezava med klasi¢nim in neklasiénim obmoc¢jem pri uporabi WKB aproksimacije.

Ze iz primera pa lahko ugotovimo nekaj lastnosti resitev te enacbe, ne da bi karkoli racunali. Ker je
enacba drugega reda, bo imela dve neodvisni resivi. Obnasanje funkcije v klasi¢nem obmocju (§ < 0) bo
oscilatorno za obe neodvisni resitvi, v neklasi¢nem (prepovedanem) bo pa ena resitev bolj kot eksponentno
padajoca, druga pa bolj kot eksponentno narasc¢ajoca.

Dve mozni neodvisni resitvi obravnavane enacbe sta Airyjevi funkciji Ai in Bi, ki sta prikazani na sliki

| | | | | |

|
—14 —12 —10 —8 —6 —4 —2 0 2

| |

Slika 1: Prikaz Airyjevih funkcij Ai in Bi na intervalu [—15, 3]. Njune lastnosti se ujemajo s predvide-
nimi.
Funkciji lahko zapisemo s pomoc¢jo integralov s parametrom:

1 [ 1 [
Ai(z) = f/ cos(t®/3 + xt)dt, Bi(z) == / {e_ts/?ﬁ'xt + sin(t*/3 + xt)} dt.
0

™ ™ Jo

Druga moznost je razvoj v bodisi Maclaurinovo bodisi asimptotsko vrsto. Za majhne z lahko funkciji Ai
in Bi izrazimo z Maclaurinovima vrstama

Ai(2) = af(x) = Bgla) . Bi@) = V3 [af(a) + fy(a)]
kjer v & = 0 veljata zvezi

a = Ai(0) = Bi(0)/v/3 ~ 0,355 028 053 887 817 239
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in
B = —Ai'(0) = Bi'(0)/V3 ~ 0,258 819 403 792 806 798.
Vrsti za f in g sta

oo 1 3k$3k 0 9 3k$3k+1
) = ;;) (3)k Gore 0= kzzo (3)k Bk+1)”

kjer smo uporabili tako imenovan Pocchamerjev simbol
(2)n =T(z4+n)/T(z), (2)o=1.

Za velike vrednosti |z| Airyjevi funkciji aproksimiramo z njunima asimptotskima razvojema. Uvedemo
novo spremenljivko & = Z|z[>/? in asimptotski vrsti

Nt Us Nt s U2s = s U2s+1
L(z) ~ s P(z) ~ Z(_l) 525 Q(z) ~ Z(_l) L2541
s=0 s=0 s=0

s koeficienti

I'(3s+ 3)
Us = ————"F+.
545s1T(s + 3)

Velja nekoliko enostavnejsa rekurzivna zveza

_ (6s — 5)(6s — 1)Us—1

S
72s
Za velike pozitivne z izrazimo

e—¢ . et
Ai(z) ~ W L(=¢), Bi(z) ~ W L(¢),

za po absolutni vrednosti velike negativne x pa

Ai(w) ~ sin(€ — 7/4) Q(€) + cos(¢ — m/4) P(€))

;{
Va(—z)l/

L [ sl /) P(E) + cos(e — /4 Q(6)]

B Ry

2 Izracuni

Vsi raéuni so bili izvedeni z numeri¢no natanénostjo 1040

knjiznice decimal.

s pomocjo Wolfram Mathematice in pythonove

2.1 Absolutna napaka

V tem delu bomo obravnavali izracun Airyjevih funkcij s pomocjo vrst z absolutno napako, manjso od
10719, Maclaurinova vrsta je bila za vsak x omejena na 10000 élenov, ée ni popravek Ze prej po absolutni
vrednosti znasal manj od 10711, Ob tem smo predpostavili, da se na obmo¢ju vrenotenja (—30,30) pri
vrednosti 10711 prispevki le §e zmanjsujejo s hitrostjo O(n?). Enaki pogoji so veljali za asimptotske vrste,
z dodatno omejitvijo, da se je vrsta zakljucila, ¢e so prispevki zaceli narascati. Na grafih in SO
prikazane absolutne napake za Ai in Bi za oba razli¢na razvoja.

Grafa nam razkrivata mnogo podrobnosti, ki jih bomo komentirali vsako posebej. Zacnimo z Maclauri-
novim razvojem. Za majhne z je napaka zelo majhna, kar je pricakovano, saj je Taylorjev razvoj v okolici
nicle zelo dober priblizek. V bliznji okolici ni¢le (—21,21) je napaka okrog 107!, kar je pricakovano, ¢e
razvoj ustavimo po prvem prispevku, ki je manjsi od 107''. To pomeni, da je numeri¢na natanénost
dovolj velika, da z dovoljsnjim stevilom ¢lenov dosezemo zahtevano natanénost. Pri |x| > 21 pa se napaka
zacne eksponentno vecati. To je seveda posledica zaokrozevanja na Stiridesetem decimalnem mestu. Zelo
smisleno je tudi dejstvo, da je graf [2a] simetricen okrog osi y, saj je hitrost konvergence pri Taylorjevem
razvoju v obe smeri enaka.
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Maclaurinova, vrsta Asimptotska vrsta
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(b) Prikaz napak med izratunanimi vrednostmi Airy-
jevih funkcij s pomocjo asimptostkih vrst in njunima
to¢nima vrednostma. Napake se za pozitivne vredno-
sti zelo razhajajo.

(a) Prikaz napak med izra¢unanimi vrednostmi Airy-
jevih funkcij s pomo¢jo Taylorjeve vrste in njunima
to¢nima vrednostma. Napake za Ai in Bi so zelo po-

dobne.

Slika 2: Prikaz absolutnih napak za Ai in Bi za oba razvoja.

Pogled na graf [2al pricakovano razkriva druga¢no zgodbo. Natancnost v blizini nicle je zelo slaba, saj
imata oba razvoja tam pole. Za Ai je pri |x| > 7 absolutna napaka zadovoljivo majhna, pri Bi pa to
velja samo za negativne argumente. Asimptotske vrste so namre¢ dobri relativni priblizki, ne pa nujno
absolutni. Ker je graf funkcije Ai povsod omejen in manjsi od 1, dober relativen priblizek pomeni tudi
dober absoluten priblizek. To velja Se toliko bolj pri pozitivnih vrednostih z, saj so tam vrednosti funkcije
izjemno majhne in posledi¢no tudi absolutna napaka. Pri Bi pa je ravno obratna zgodba. Za z > 0 rastejo
vrednosti funkcije Se hitreje kot eksponentno, zato kljub dobremu relativnemu priblizku absolutna napaka
naraSca. Tezava asimptotskega razvoja lezi tudi v tem, da ne moremo vzeti poljubno mnogo ¢lenov, saj

neskonéna vsota divergira povsod.

Cas za izracun Ai in Bi

1073
T T I I I T T
« Taylorjev razvoj
1L = Asimptotski razvoj |
. . : . .:;’ ’ .\Mll‘.l"s“
LRI, R = -
= RN LR A -
* 0,5} * T R
0 | -]
| | | | | | |
-30 -20 -10 0 10 20 30

Slika 3: Casi za izracun obeh vrednosti Ai in Bi hkrati. V modrem so prikazani ¢asi za Taylorjev razvoj,
v rdeCem pa za asimptotskega. Tisti ¢asi, ki niso dosegli zelene natancnosti, so prikazani prosojno.

Vrnimo se k vpra8anju, kako naj se lotimo izra¢unave Airyjevih funkcij, ¢e zelimo absolutno napako
manjso od 1071°. Za Bi pri > 21 nam ni pomoéi (pri dani numeriéni natanénosti 1074%), saj nobena
metoda ne doseze zelene natancnosti. Sicer pa bi bilo o¢itno najbolje v blizini ni¢le uporabiti Taylorjev
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razvoj, v oddaljenosti od nicle pa asimptotskega. Vecje vrpasanje je na vimesnem obmocju, kjer oba razvoja
dosezeta Zeleno natancénost. Za to si poglejmo ¢as, ki ga program porabi, da izracuna obe vrednosti Ai in
Bi hkrati (glej sliko .

Kot je razvidno z grafa[3] je hitrost Taylorjevega razvoja hitrejsa od asimptotskega, celo za vrednosti,
ki so precej oddaljene od izhodisc¢a. To je morda nekoliko nepricakovano, saj je za velike |z| v asimptotskem
razvoju potrebnih bistveno manj ¢lenov, kot v Taylorjevem. Morda ti¢i razlog v tem, da mora asimtotski
razvoj racunati negativne potence, Taylorjev pa pozitivne. Zanimiva opazka je tudi konsistentnost c¢asov
racunanja za Taylorjev in nekonsistentnost ¢asov za asimtotski razvoj. Ucinkovitost le-tega bi najbrz lahko

izboljsali, tako da bi prilagajali numeri¢no natancnost glede na argument — lahko bi manjsali natan¢nost
za vecje |x| in bi tako dobili hitrejSe izracune.

Pri priblizno « = —21 pa tudi 40 mestna natan¢nost ne zadosca za zeleno natanénost pri Taylorjevem
razvoju, tako da bi v tisti tocki presedlali na asimptotski razvoj. Recept pri uporabi 40 decimalk je torej
sledec:

r < —21: asimptotski razvoj, r < —21: asimptotski razvoj,

Ai: ¢ —21 <z <21: Taylorjev razvoj, Bi: ¢ =21 <2z <21: Taylorjev razvoj,

21 < asimptotski razvoj. 21 < x:

uporabi ve¢jo natancénost.

Kot Ze rec¢eno, program lahko moé¢no izboljSamo z dinami¢no izbiro pomebnih decimalnih mest pri racunanju.
Ce bi recimo uporabili 30 decimalk, bi se ze pri x = —15 splacalo uporabiti asimptotski razvoj.

2.2 Relativna napaka

Podobno analizo kot v prejsnjem podpoglavju lahko naredimo tudi za relativne napake. Enakih ugotovitev
ne bom ponavljal, lahko pa opazimo nekaj novih. Prikazi so na grafih [4

Maclaurinova vrsta

Asimptotska vrsta
1010 7 T T T T 7 T I I T T T T T
\ s « Ai(z) $
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[ ]
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(a) Prikaz relativnih napak med izra¢unanimi vre- (b) Prikaz relativnih napak med izrac¢unanimi vre-
dnostmi Airyjevih funkcij s pomocjo Taylorjeve vr- dnostmi Airyjevih funkcij s pomocjo asimptostkih
ste in njunima to¢nima vrednostma na intervalu vrst in njunima to¢nima vrednostima na intervalu
(—30, 30). (—30, 30).

Slika 4: Prikaz relativnih napak za Ai in Bi za oba razvoja.

Najprej si oglejmo graf[fal Za negativne vrednosti # je relativna napaka v skladu z absolutno za obe
funkciji. V teoriji je relativna napaka okrog nicel neskon¢na, vendar nobena od vzor¢nih tock ni pristala
dovolj blizu kake nicle, da bi se poznala kaksna tezava.

Pri pozitivnih vrednostih x pa je opaziti dve razliéni obnaSanji. Za Ai relativna napaka tako reko¢
eksplodira (pri = 30 meri ze 10°%), kar je seveda posledica nenatanénega absolutnega priblizka in eks-
tremno nizke prave vrednosti. Pri Bi pa je ravno zaradi ogromne prave vrednosti kljub enaki absolutni
napaki kot pri Ai relativna napaka znotraj zeljene vrednosti 107 1°. Napaka pri Bi pade krepko pod 10712,
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saj se za obe funkciji uporablja isti razvoj, ki mora biti za Ai mnogo bolj natanc¢en. Napaka se ustavi pri
10749, kolikor je numeri¢na natancénost stevil.

Ce vse ugotovitve iz prejsnjih odstavkov uporabimo za graf je vse v okviru pricakovanj. Relativne
napake za obe funkeiji so dovolj nizke za |x| > 7. Casovna zahtevnost je prikazana na grafu Za priblizno

10-3 Cas za izracun Ai in Bi
I I I [ [
« Taylorjev razvoj
1L = Asimptotski razvoj . £ . |
"-".'.'_'-n -‘.-‘:_'.“\:'.!.""._.' 1.'- ""l-‘.‘ ;‘_“;Hl:-:‘_:.; -
@ bR o
+= 075 — i .\‘l —
. /f
!.
s
0 [ -
| | | | | | |
-30 —20 —10 0 10 20 30
x

Slika 5: Casi za izracun obeh vrednosti Ai in Bi hkrati. V modrem so prikazani ¢asi za Taylorjev razvoj,
v rde¢em pa za asimptotskega. Tisti ¢asi, ki niso dosegli zelene natan¢nosti, so prikazani prosojno. Graf
je nekoliko drugacen od grafa 3] saj so za relativno natanc¢nost dani drugac¢ni pogoji.

x > 12 je v tem primeru asimptotski razvoj hitrejsi od Taylorjevega. Ce bi hoteli ra¢unati samo Bi, to ne
bi drzalo, saj je pri tem lazje dosec¢i zahtevano relativno natan¢nost kot pri Ai. Recept za izraun obeh
funkcij pri zeleni relativni natancénosti je sledec:

< —21: asimptotski razvoj, < —=21: asimptotski razvoj,
Ai: ¢ —21 <z <12: Taylorjev razvoj, Bi: { —21 <z < 12: Taylorjev razvoj,
12 <z asimptotski razvoj, 12<z: asimptostki razvoj.

Mozne izboljsave so iste kot pri absolutni natanénosti.

2.3 Nicle Airyjevih funkcij

Dodatna naloga je bila preveriti slede¢o formulo za izrac¢un nicel Airyjevih funkcij:

om g (U)o (Y 8

kjer ima funkcija f asimptotski razvoj

5 5 77125 108 056 875 162 375596 875
o231 222 4 -6 -8 -10 _ )
1)~z ( TR 7367 Taoom” 6967296 - 331430208 )
Natan¢nost iskanja nicel s pomo¢jo te formule je prikazana na grafu [§] Razvidno je, da absolutna na-
tanénost ze do 11. ni¢le pade na 10~ in priblizno pri tej natanénosti tudi ostane. Napaka, ki ostane, pa
ni posledica zaokrozevanja v numeri¢nem ra¢unanju, temveé¢ koncnega Stevila ¢lenov v razvoju.

3 Zakljucek

Cilj te naloge je bil aproksimirati Airyjeve funkcije z dvema razli¢nima vrstama in ju smiselno zlepiti. Pri
tem smo se osredotoéili na absolutno in relativno napako, ki smo ju zeleli omejiti na 10~1°. Priéakovano je
bil Taylorjev razvoj v blizini izhodis¢a bolj natancen, bolj oddaljene tocke pa je bilo lazje aproksimirati z
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Napake pri izracunu Airyjevih nicel
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Slika 6: Natanénost izra¢una nicel Airyjevih funkcij s pomocjo formule

asimptotskim razvojem. Za 40 mestno natanc¢nost ra¢una se je izkazalo, da sta optimalni tocki za prehod
med razvojema xz = —21 in = 21 pri absolutni napaki ter x = —21 in x = 12 pri relativni napaki. Ugotovili
smo tudi, da za x > 21 pri uporabljeni numeri¢ni natan¢nosti ne moremo aprokismirati natanéneje kot
10719 Dodatna naloga je zahtevala ugotoviti natancnost funkcije [1| za iskanje nicel Airyjevih funkcij.
Ugotovili smo, da je absolutna napaka naprej od 11. ni¢le okrog 10!, kar je posledica kon¢nega stevila
¢lenov v razvoju.

Poleg samega iskanja optimalnega izracuna me je naloga prisilila v delo s Stevili z veliko decimalnimi
mesti, torej z ve¢jo natan¢nostjo, kot jo ponuja standard IEEE 754. Za to sem uporabili knjiznico decimal
v Pythonu in nekaj Mathematice. Odkrivanje delovanja numeri¢nih metod je bilo zanimivo, pou¢no in vse
prej kot enostavno, saj sem se srecal z mnogimi pastmi, ki jih numeri¢no rac¢unanje prinasa, in z urami
brezplodnega resevanja nenehno nastajajocih problemov. Veéino problemov mi je k sreci uspelo resiti. Ce
se na celotno nalogo ozremo s pozitivne strani, si lahko mislimo (¢e ne drugace, sebi v tolazbo), da vska
reSena tezava naredi ¢loveka bolj izkuSenega.
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