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1 Uvod

Enacbe zvezdne strukture v sploSnem ne moremo resiti analiti¢no, temve¢ se moramo posluziti numericnega
modeliranja. Vseeno je mogoce mehanski del enachb zvezdne strukture resiti loceno od energijskih enacb,

¢e je le zveza med tlakom in gostoto v zvezdi dovolj preprosta. Ce privzamemo enostavno zvezo med tla-
kom in gostoto p = Kp7, lahko izpeljemo t.i. Lane-Emdenovo enacbo:
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kjer je p(r) = p0"(r), v = ==, r = af in

Zvezdnemu modelu s privzeto odvisnostjo med tlakom in gostoto pravimo politropni model.

2 Analiti¢ne resitve

Za politropna indeksa n = 0 in n = 1, smo Ze na vajah pokazali, da sta resitvi enaki:
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Pokazimo, da je resitev Lane-Emdenove enacbe za n = 5 enaka:
05(€) = L
T+ e
Odvod je enak:
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Ko to pomnozimo s &2 in $e enkrat odvajamo, dobimo:
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3 Numeric¢ne resitve

Ker je numeri¢no najlazje racunati s prvimi odvodi, Lane-Emdenovo ena¢bo preoblikujemo v sistem

dveh enacb prvega reda:
do

P
ay_ 2
d¢ £ 7

z zaCetnima pogojema y(0) = 0 in £(0) = 1. Uporabil sem metodo solve_ivp iz knjiznice scipy.integrate

v programskem jeziku Python. Rezultati so prikazani na Tabeli|ll Ker resitev pri n = 5 ne seka osi z,

nisem mogel izra¢unati danih podatkov. Vrednosti D,, in M,, sem izracunal po ena¢bah:

_ &
30/(€1)’
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D, M, = £6'(&).
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n gl 0/(51) Dn Mn
0,0 || 2,449 || —0,816 || 1,500 || 4,899
0,1 || 2,504 || —0,736 || 1,629 || 4,613
0,5 || 2,753 || —0,500 || 2,180 || 3,789
1,0 || 3,142 || —0,318 || 3,001 || 3,141
1,5 || 3,657 || —0,203 || 4,049 2,710
3,0 || 6,910 || —0,042 || 10,277 || 2,017
50 / / / /

Tabela 1: Zbrani rezultati numeri¢nih modelacij za razlicne n.

Politropni modeli
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Slika 1: Prikazi razli¢nih politropnih modelov.

Nicel ni bilo tezko dobiti, saj se integrator sam ustavi, ko prvi¢ doseze ni¢lo. Odvodi pa so Se bolj eno-
stavni, saj integrator poleg vrednosti funkcije vrne tudi odvode. Vrednosti za n = 0 in n = 1 se ujemajo
z analiti¢nimi napovedmi. Vsi profili so narisani na Sliki

Osredotocimo se sedaj bolj podrobno na n = 1,5 (enoatomni plin) in n = 3 (degeneriran relativisti¢ni
plin). Zanimajo nas predvsem tlak p, gostota p, masa M, in temperatura T v odvisnosti od oddaljenosti
od sredisca r. Vse koli¢ine bomo izrazali v brezdimenzijskih enotah, ki se izrazajo takole:

£20'(€) P Pe _ pitijn
T/T, = L L — gti/m
5%9’(51), / Dec P

r/R=¢&/&, plpe=0" p/p.=0""", M, /M =

Vsi profili so prikazani na Sliki 2]

Kaj lahko ugotovimo iz grafov? Ce bi morali Sonce opisati s politropnim indeksom, bi ga zagotovo raje
opisali z n = 3 kot n = 1,5, saj da v vseh primerih boljsi rezultat, razen pri temperaturi blizu povrsja.
Najbolje se ujema pri profilu mase, pri gostoti in tlaku pa n = 1,5 prav tako dobro napove profil. Te-
meraturna ocena je najslabsa, saj popolnoma zanemarjamo sevalni tlak. Za primerjavo med n = 3 in

n = 1,5 pa lahko Se re¢emo, da so pri slednjem tlak, gostota in masa bolj skoncentrirani v sredis¢u in pri
nizjem delezu radija padejo na nizke vrednosti.

4 Energija zvezde
Izracunajmo celotno energijo zvezde. Zacnimo z relacijo med gostoto in tlakom:

p=Kp’ :Kpl/"p
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(a) Gostota.
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Slika 2: Primerjave med politropnima modeloma z indeksoma n = 1,5 in n = 3,0 ter s standardnim

modelom Sonca (SSM).

torej je

d(p/p) = d(Kp'/") = —p=t*Hmdp = —pli=)/

n+1p

n —1/n

L dp

n+1lp’

V izpeljavi bomo veckrat uporabili integracijo po delih. Vedno bomo integrirali od sredis¢a s do povrsja

p, pri ¢cemer velja r(s) = 0, M,.(s) = 0, p(p) = 0 in p(p) = 0. Ti pogoji nam bodo odstranili vse nezelene

¢lene. Zacnimo z definicijo in prvo integracijo po delih:
W :_/pGMrer: I/PGd(Mf) GM?

r 2 T 2r

- = dr.
r2

P /P GMZ2dr  GM? 1/P GM?
. r2 2R 2

S
Uporabimo pogoj za hidrostati¢no ravnovesje in Se zgoraj izpeljano zvezo:

GM,

dr =
r2

=—(n+1)d(p/p).
To vstavimo v nas izra¢un in Se dvakrat integriramo po delih:
GM? 1 / P GM?
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Prvi ¢len se spet izvrednoti v ni¢, pri drugemu pa upoStevamo pogoj za hidrostati¢no ravnovesje in kon-
tinuitetno enacbo:

GM, GM,
43 dp = —4nr3 5—pdr =— dM,.
T r
Vstavimo in dobimo
GM? n+1 (P n+1 [P GM, n+1
Wy+ —— = 4rrddp = — dM, = 4%
st R 6 / map 6 / r 6 Y

Po preureditvi dobimo:
3 GM?
Wy=— .
Y 5-n R

Skupna energija je po virialnem izreku enaka polovici potencialne:

3 GM?
n—>5 2R °

Za n = 3 dobimo

3 GM?

1 .

Kot zanimivost, ¢e predpostavimo, da se gostota zvezde spreminja kot p o ™, dobimo grafitacijsko ener-

gijo:

w® = _

__n+3 GM?
97 2n+5 R
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