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Matematika IV

Pred vami lezi dokument, ki vsebuje zapiske predavanj doc. dr. Markota Kandi¢a pri predmetu Mate-
matika I'V za dodiplomske studente fizike Fakultete za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani v letnem
semestru studijskega leta 2022/2023. Vsebina zapiskov je v veliki meri dobeseden prepis s table.

Med pisanjem pa sem naletel na mnogo zanimivih kos¢kov matematike, ki jih nismo omenili na preda-
vanjih. Vse, ¢esar nismo povedali na predavanjih, je zapisano v sivi barvi . Gre za kaksne izreke ali dokaze,
ki smo jih zaradi premalo ¢asa izpustili, za odgovore na kak$na vpraSanja, ki so se mi porodila, za resni¢no
¢udovite matematicne iskrice, ki sem jih odkril med pisanjem, ali pa za nekoliko §irsi kontekst obravnavane
snovi, ki jo je meni pomagal bolje razumeti. Za siv tekst obstaja Se posebej visoka verjetnost napak. Pri
tem sem izhajal iz starih zapiskov profesorja Kandié¢a (za izpuscene dokaze), knjige Bojana Magajne, na
kateri temelji ta predmet, in iz mnogih ¢lankov na Wikipediji in Wolfram MathWorldu. Skice in grafi so
narisani z orodjema TikZ in PGFPlots, ki sta vgrajena v ETEXin ponujata ¢udovito vektorsko grafiko.
Na zalost je risanje z njima zelo zamudno, zato so narisane le najpomembnejse skice. Dva kompleksnejsa
grafa sta narisana s pomoc¢jo Wolfram Mathematice.

OPOZORILO: vse, kar je napisano v sivem , velja le kot zanimivost zainteresiranemu bralcu, ne
pa kot klju¢éno gradivo za $tudenta, ki se mu hitreje kot s svetlobno hitrostjo priblizuje izpit iz teorije pri
Matematiki IV.

Cetudi je vsebina povzeta po predavanjih, ki so bila popolnoma korektna, so se v te zapiske nedvomno
prikradle raznovrstne napake — tipkarske, slovni¢ne in vsebinske. Ne vzemite vsega, kar notri pise, za
sveto, saj sem avtor le student fizike. Ce opazite kakrsnokoli napako, mi jo prosim javite na
simon.bukovsek@gmail.coml

V teh zapiskih se uporabljajo naslednje ozna¢be. Konéno dimenzionalni vektorji in vektorske funkcije
so oznacene s krepko pokonc¢no pisavo v in ne s puséico. Skalarni produkt je oznacen z lomljenimi oklepaji
(f, ), razen v poglavju Harmonicéne funkcije, kjer je oznacen s pikico (). Integrali po zaprtih ploskvah
in sklenjenih krivuljah so posebej oznaceni s krozci: ¢p in ¢. Komplement mnozice A je oznacen kot AG7
pogoji pri definiciji mnozice pa so od prvega dela loceni s podpi¢jem, ¢eprav smo jih pri pouku oznacevali
z dvopi¢jem. Imaginarni del stevila z je Im z, realni del je Re z. Imaginarna enota i je povsod zapisana
pokoncno, zato da se lo¢i od morebitnega indeksa ¢, ki je vedno pisan lezece.

Naj se na koncu zahvalim Se soSolcu Maticu Hocevarju za mnogo komentarjev, kako izboljsati zapiske, pa
tudi §tevilnim drugim neimenovanim sosolcem, ki so (in bodo) prispevali tipkarske, pravopisne in vsebinske
popravke.

Simon Bukovsek


mailto:simon.bukovsek@gmail.com
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Poglavije 1

Kompleksna analiza

1.1 Ponovitev

r

Definicija 1.1. Kompleksna stevila so urejeni pari v R? oblike (a,b), pri ¢emer veljata operaciji
seStevanja (+) in mnozenja (-):

(a,6) +(¢,d) = (a +b,c + d),

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

Mnozico R? z operacijama + in - imenujemo kompleksna ravnina.

Definicija 1.2. Element (0, 1) se imenuje imaginarna enota in jo ozna¢imo z i.

J

Opomba: To pomeni, da lahko namesto urejenega para (a,b) piSemo a+ib. Velja Se, da lahko element

(a,0) predstavimo kot realno stevilo a € R, element (0,b) pa kot Stevilo ib, kjer je b € R.

7~

Definicija 1.3. Za realno §tevilo z = a + ib definiramo realni del Re z = a in imaginarni del
Im z =b.

Definicija 1.4. Kompleksnemu stevilu z = a + ib priredimo konjugirano vrednost Z = a — ib,
absolutno vrednost |z| = v/2Z = Va? + b? in argument , tako da velja z = |z|(cos ¢ + isin ).

1.2 Topoloske lastnosti kompleksne ravnine

Definicija 1.5. Odprt krog s sredistem v a € C in polmerom r € R oznacimo z D(a,r). Zaprt
krog s srediséem v a € C in polmerom r € R ozna¢imo z D(a,r). Velja:

D(a,r)={2€C; |z—a|] <r},
Da, r)—{zG(C, |z —al <71},
S(a,r) = 0D(a,r) ={2 € C; |z —a| =7}
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Definicija 1.6. Mnozica U C C je odprta , ¢e za vsak a € U obstaja tak r > 0, dajea €
D(a,r) CU. Zaprta mnoZica je komplement odprte mnozice.

Trditev 1.1. MnoZica U C C je odprta, natanko tedaj ko je U unija odprtih krogov.

Opomba: Odprt krog je odprta mnozica, zaprt krog je zaprta mnozica.

Definicija 1.7. Mnozica A je okolica tocke a, ¢e obstaja tak r > 0, da velja D(a,r) C A

Opomba: Mnozici A lahko priredimo notranjost (int A) in rob OA.

Definicija 1.8. Mnozica A C C je povezana, ¢e je ne moremo zapisati v obliki A = (ANU) U
(ANYV), pri éemer sta U in V disjunktni odprti mnozici, ki sekata A. Maksimalne povezane pod-
mnozice imenujemo komponente. Vsaka mnozica je unija svojih komponent. Neprazna povezana
odprta mnozica se imenuje obmocje.

Definicija 1.9. Funkcija f : U — C je zvezna vtocki z € U,eVe > 035 > 0 3: 2/ €
U, |z—=2| <0 = |f(z) = f(z)] <e. f je zvezna na U, e je zvezna v vsaki tocki z € U.

Trditev 1.2. f : U — C je zvezna <= f~Y(V) je odprt za vsako odprto mnozico V. C C.
Zvezna slika povezane mmnoZzice je povezana.

Definicija 1.10. Pot je zvezna preslikava « : [a,b] — C. Tir poti je graf te preslikave in je vedno
povezana mnozica.

Opomba: Kompleksno pot v lahko vedno zapiSsemo kot kombinacijo kompleksnega in realnega dela

() = () +ir2(t).

7

Definicija 1.11. v je zvezna, natanko tedaj ko sta 7; in v, zvezni. v je (zvezno) odvedljiva, ¢e
sta y1 in v2 (zvezno) odvedljivi.

Opomba: Zvezne preslikave na [a, b] oznac¢imo z C[a, b], zvezno odvedljive pa C'[a, b].

Definicija 1.12. Ce lahko interval [a, b] razdelimo na konéno mnogo podintervalov, na katerih
je v zvezno odvedljiva, v oglis¢ih pa obstajata levi in desni odvod, potem je v kosoma/odsekoma
zvezno odvedljiva. Ce je pot sestavljena iz samih daljic, potem ji recemo odsekoma linearna pot.
Pravimo, da je mnozica A € C s potmi povezana, ¢e za poljubni tocki z,y € A obstaja (zvezna)
pot 7 : [a,b] = A, da je v(a) = z in y(b) = y.

Izrek 1.3. Naj bo U odprta mnozica v C. Tedaj velja naslednje:
i) U je povezana s potmi <= U je povezana;
1) U je povezana s potmi <= U je povezana z zvezno odvedljivimi potmi.

Opomba: vsaka (ne nujno odprta) s potmi povezana mnozica je povezana, ne pa nujno obratno.

Zgled 1.1. Naj bo f : (0,1] — [—1,1] funkcija dana s predpisom f(z) = sin(w/x). Varsavski lok (slika
1.1)) je mnozica I'f U{0} x [—1,1]. Ta mnozica je povezana, saj je ne moremo razdeliti na dve komponenti,
vendar ni povezana s potmi, saj ne obstaja pot med grafom sinusa in dodano pokoné¢no érto.
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Slika 1.1: Varsavski lok (sin(m/x)).

Definicija 1.13. V kompleksni ravnini definiramo dodatno tocko oo, ki je neskonéno odda-

ljena od vseh ostalih tock. Odprte okolice tocke co so komplementi vseh kompaktnih mnozic v

C. CU o je razsirjena kompleksna ravnina, ¢e pa zraven Se na prej$nji nacin definiramo Se, kaj so
okolice za oo, pa dobimo Riemannovo sfero.

Obravnavajmo enotsko sfero S in ozna¢imo tocko N = (0,0, 1) (kot severni pol). Celotno kompleksno
ravnino lahko z bijekcijo preslikamo na S\ {N} s stereografsko projekcijo: ® : S\ {N} - C, T — T’ s
predpisom ®(z,y, z) = (x/(1—2),y/(1—2)), kar je v kompleksni ravnini ekvivalentno stevilu (z+iy)/(1—2z).
Stereografska projekcija preslika tocko T' v tisto tocko, kjer premica T'N seka ravnino xy. P je zvezna,
lahko pa jo razsirimo Se s predpisom N — oo. Zaradi izbire okolice co je ® $e vedno zvezna, njen inverz
pa tudi. Zato je CU {oo} topolosko sfera.

1.3 Holomorfne funkcije

7

Definicija 1.14. Naj bo U C C odprta mnozica in f : U — C funkcija. f je holomorfna v tocki
a € U, te obstaja limita

g f@+h) = f(a)

h—0 h

Ce ta limita obstaja, jo oznacimo z f'(a) in recemo, da je f v tocki a odvedljiva v kompleksnem
smislu. Ce je f holomorfna v vsaki tocki a € U, potem je f holomorfna na U. Ce je f : C —» C
holomorfna, re¢emo, da je cela.

\. J

Zgled 1.2. Obravnavajmo funkcijo f(z) = 2™, n € Ng. Zan =0 je f(z) =1, f'(z) =0 in je holomorfna.
Za n € N pa si poglejmo naslednje:
z+h)" — 2"

lim feth) = 1) = lim ( = lim (nz"" ' ...+ A" =n2" L
h—0 h h—0 h h—0

Z indukcijo lahko pokazemo, da je f holomorfna in celo cela.

Zgled 1.3. Poglejmo si Se f(z) =Z. Imamo
i JEER Sy ath=E 0
h—0 h h—0 h h—0 h

Ta limita ne obstaja, saj se ji lahko priblizamo po realni osi in dobimo vrednost 1 ali pa po imaginarni osi,
pri cemer dobimo vrednost —1.
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Trditev 1.4. Naj bo U C C odprta mnozica in f,g : U — C holomorfni funkciji v tocki a € U.
Tedaj velja naslednje:

i) YA € C je Af holomorfna v a in velja (Af) (a) =
i) wvsota f + g je holomorfna v a in velja (f + g)'(a ) = )5
iii) produkt fg je holomorfen v a in velja (fg)'(a) = (a)g(a) + f(a)g'(a);
i) ée je g(a) # 0, potem je (f/g) holomorfna v a in velja

¢ ) (@) = F@9@ ~ 1@y (@)

\. J

2 @
\_/
_|._
Q\
S

Zgled 1.4. Polinom p(z) = an2™ + ... + a1z + ag je holomorfen na C. Prav tako je racionalna funkcija
r(z) = p(2)/q(z) holomorfna povsod na C, razen v niclah gq.
1.4 Cauchy-Riemannove enacbe
NajboU CCin f:U — C. Velja f(z) = Re f(z) +ilm f(z). Na dolgo lahko to napisemo kot
f(z) =Re f(z +iy) +ilm f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y).
Zgled 1.5. Obravnavajmo f(z) = z3. Imamo
flz+iy) = (x +iy)® = 2® + 3izy — 329 — iy® = (2® — 329°) +i(32%y — 3°).

Torej je u(z,y) = 2% — 32y? in v(z,y) = 322y — .

Izrek 1.5. Naj bosta u,v : U — R realni funkciji na odprti mnozici U C R?. Velja:
a) ¢e je f =+ iv holomorfna na U, potem sta u in v parcialno odvedljivi na U in velja u, =
Vy N Uy = —Vg;
b) ¢e sta u in v diferenciabilni in ce velja u, = vy in uy, = —v,, potem je f = u + iv holo-
morfna in velja [ = uy + vy = vy — iuy,.

. J

Dokaz.

a) Vemo, da obstaja
po LG+ = ()
h—0 h
To limito izra¢unamo v dveh primarnih smereh: po realni in imaginarni osi za h € R:

SR = fG) L i) - f)

h—0 h h—0 ih

Pigimo f = u + iv:

/ . _ 1.
Flatiy)= lim

’U,(iC—f—h, y) —U(f,y) U(.’E+h,y) —’U(!E,y)
( h i 7 ) !

zato morata obstajati obe limiti

lim 'LL(iC + hay) B u(fr,y) = u, in lim 'U(.’E + hvy) B U(xvy) = v,.
h—0 h h—0 h
Imamo tudi
oo u(z,y+h) —u(z,y) v@,y+h) —o(y)
Flet+iy) = he]lRl,Iilblao ( ih i ih
. ’U(.’E,y+h)*"l)(1'7y) u(x,yqth)fu(x,y)
= lim —i ,
heR,h—0 h h
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zato morata obstajati limiti

w(z,y +h) —u(z,y) v(,y +h) —o(z,y)

lim =u, in lim = vy.
h—0 h Y h—0 h v
Vemo tudi, da mora veljati f' = ug + vy = vy — iuy, zato dobimo u, = v, in uy = —v,.

b) Izberimo z = x + iy in h = h; + ihe, tako da je z + h € U. Dokazati moramo, da obstaja limita

o L) = £2)

h—0 h ’

in da je enaka u, + ivy = v, —iu,. Po tocki a) vemo, da je f' = uy +iv, = vy —iu,. Ker sta w in v
diferenciabilni, velja

u(x + hi,y + he) = u(,y) + us (2, y)h1 + uy(z,y)ha + 01(h),

’U(LL' + h17y + h2) = U(l’,y) + Ua:(x7 y)hl + Uy(-rvy)h? + OZ(h)7

pri Cemer velja
lim o(h) = lim 02(h)

h—0 |h] h—0 |h] =0

Imamo:

f(z+h) = f(2) +hi,y + he) +iv(z + hi,y + ho)) — (u(z,y) +iv(z,y))

w(z + hi,y+ he) —u(z,y)) +i(v(z + ke, y + he) —v(z,y))

Uz (2, y)h + uy(z,y)ha + 01(h)) + i(ve(z, y)h1 + vy(2, y)ho + 02(h))

Uz (2, y)h1 — vz (2, y)ha + 01(h)) +1(va(z, y)h1 + us(z,y)ha + 02(h))

Uz (2,y) + ivg (2, y)) b + i(ug (2, y) + ive (2, y))he + 01(h) + 02 (h)
(z,y)

+ivg(z,y))(h1 + ihe) + 01(h) + i02(h).

= (u(x
= (u(x
=(
=(
= (
= (ug(z,

Delimo s h in uporabimo limito:
o(h)

lim fleth) 1) _ ug(z,y) + ivg (2, y) + lim = g (2, y) + ivg (2, y) = f'(2).

h—0 h h—0

Opomba: tem enacbam recemo Cauchy-Riemannov sistem:
Uy = Vy 1IN Uy = —Vp.

Poglejmo si Se abstraktni pristop k Cauchy-Riemannovim ena¢bam. Pisimo z = =z + iy, Z = x — iy,
x=(247%)/2iny = (2 —%)/2i. Funkciji v in v sta taki kot v izreku , funkcija f pa je f = u + iv.
Zanimata nas parcialna odvoda po z in po Z.

Funkcijo f parcialno odvajamo po z in ob upostevanju veriznega pravila dobimo:

of _0fdx  0fdy 197  10f

9z Ordz  Oyodz 20z 20y

Tako smo dobili operator za parcialno odvajanje po z:

9 _1(9 .9
0z 2\ 0z lay ’

Podobno ponovimo pri parcialnem odvajanju po Z in dobimo operator za parcialno odvajanje po Z:

o _1(o .0
0z 2\0z oy)’
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Sedaj upostevamo f = u + iv in s pomocjo operatorjev odvajamo f:

of du+iv) 1 (a(uaz iv) ia(uaz iv)) = (e iv) =ty ivy) = 3 (ot 0) +i(—ty + ),

0z 0z 2

of _Outiv) 1 (6(u+w) + '8(u+iv)> = %((ux +ive) +i(uy +ivy)) = }((ux —vy) + i(uy +v)).

0z oz 2 ox ! dy 2
Enakost % = 0 velja natanko tedaj, ko veljata tudi Cauchy-Riemannovi enacbi: u, = vy in v, = —v,.
Resitvi sistema Cauchy-Riemannovih enacb sta v in v. Ce je f holomorfna, je % = 0 in odvod funkcije f
zapisemo:
of :
f'(z) = 5, = U +iva.

1.5 Konformnost holomorfnih funkcij

Naj bo v :[0,1] = C (zvezno) odvedljiva pot, ki gre skozi tocko zg € C. Zato obstaja tak ¢y € [0,1], da je
~(to) = zo. Tangentni vektor na v v zg je ¥(tp). Naj bo f holomorfna funkcija na okolici tira poti . Tir
obi¢ajno ozna¢imo z v* ali [y] ali 4]0, 1]. Ker je v holomorfna, je f o~ odvedljiva pot: fo~:[0,1] — C.
Tir poti f o~y poteka skozi tocko (f ov)(to) = f(v(to)) = f(20)-

Trditev 1.6. Za tangentni vektor na pot f o~y v tocki f(zo) velja

S(F 0mlt0) = o) ko)

Dokaz. Totko z = x + iy identificiramo z (x,7) € R%. V tem in nekaterih naslednjih dokazih si bomo
pomagali z naslednjo zamenjavo:

r+iyeC +— (z,9) €R?

flx+iy):C=C = F(z,y) = (u(x,y),v(z,y)) : R* = R,
¥t): I -C +— ~,72:I—=R
UCC +— UCR%

Za izra¢un tangentnega vektorja na pot f o~ v tocki f(z¢) bomo uporabili zgornjo zamenjavo in izracunali

Al
72

g Fo "N _ U Uy g _ Uz Y1 + Uy Y2
dt Y2 Uy Uyl |F2 VY1 +vyYe |

To pa je ekvivalentno kompleksnemu stevilu (uz¥1 + uy¥2) + i(vah1 + vy¥2). Poglejmo Se naslednje:

tangentni vektor na F o v tgo:

F'(v(t0))¥(to) = (ug + ive) (1 + i92)
= (ugy1 — VzY2) + 1(va¥1 + uze)
= (u:r'Yl + uy'y2) + i(UmP.)’l + ’ij/Q)'

V zadnjem koraku smo uporabili Cauchy-Riemannove enacbe. O

Definicija 1.15. Naj bosta 71 in 2 odvedljivi poti, ki se sekata v tocki v1(t1) = 72(t2). Kot
med 73 in 9 v preseciscu je definiran kot kot med tangentnima vektorjema na krivulji v tocki
presecisca. Pisimo 41 (t1) = [§1(t1)[e1 1) in Aa(tz) = |F2(t2)|e?2(2). Kot med krivuljama je
lp1(t1) — p2(t2)l-
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[ Definicija 1.16. Preslikava f : Uy — Uz je konformna, ¢e ohranja kote med krivuljami. ]

[ Izrek 1.7. Ce je f : Uy — Uy holomorfna in f'(2) # 0 za vse z € Uy, potem je f konformna. ]

Dokaz. Naj bosta v in ¢ poti z vrednostmi v Uy, ki se sekata v tocki zg = v(tg) = d(sp). Poglejmo si
tangentna vektorja f o~y in fod:

i(f 0 7)(to) = f'(20)3(to) = | (20) €7 (to) €™ = | £ (20)7(to)] €'+,

dt

d . . . . .

3/ ©9)(s0) = f'(20)0(s0) = |1/ (20)|€¥18(s0)[€” = | f'(20)d(s0)[e!# .
Kot med tangentama je |p + a — ¢ — 8] = | — S|, kar je enako kot pred preslikavo. Vidimo, da se tudi
orientacija ohranja. O

1.6 Potencne vrste

Potencna vrsta je formalno oblike
oo
Z an(z —a)".
n=0

Ta vrsta konvergira v tocki o. Ta tocka se imenuje sredisée potencne vrste.

Trditev 1.8. Potencéna vrsta Y o an(z — )™ konvergira v tocki zg <= wrsta Y oy anz"

konvergira v tocki zo — o. Ce je D konvergenéno obmodcje vrste > - o an(z — a)™, potem je D —
- o oo n .

a konvergencno obmocje vrste " anz". Enako velja za enakomerno konvergenco, absolutno

konvergenco in odvedljivost.

Ker se te lastnosti ohranjajo po premikih, se po navadi izplaca obravnavati vrsto oblike ZZOZO anz".
Konvergenéno obmocje D = {z € C; Z:;o:o anz™ konvergira} lahko zelo natanéno dolo¢imo. Sedaj bomo
nekoliko razsirili izreke o vrstah iz Matematike I. Takrat smo povedali Cauchy-Hadamardovo formulo:

1
— = limsup {/|an|,
R n— 00

kjer je R konvergencéni polmer vrste. Lani smo Ze omenili, da vrsta konvergira absolutno na intervalu
(=R, R), divergira na R\ [— R, R] in konvergira enakomerno na vsakem zaprtem intervalu znotraj (— R, R)

Izrek 1.9. Dana je potenéna vrsta f(z) = > 0" qan(z — @)™ Naj bo R njen konvergenéni polmer.
i) Potencna vrsta konvergira absolutno na D(a, R) in enakomerno na kompaktnih pod-
mnoZicah v D(a, R).
ii) Potencna vrsta divergira zunaj D(a, R).

10
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Izrek 1.10. Naj bo R > 0 konvergencéni polmer potencéne vrste

o0
-3 o=
Tedaj ima potencéna vrsta
o0
z) = Z nan(z — a)"!
n=0

tudi konvergencni polmer R. Na D(a, R) je f holomorfna in velja f'(z) = g(z) oziroma

P (Zanz—a ) Znanz—a -1

\. J

Dokaz. Vemo ze, da imata f in g isti konvergencni radij. Namrec

1
= limsup ¥/|na,| = hm 1 SUp n - hm 1 SUp Vlan| = hm 1 SUp Van| = B
Ry

R n—oo

Zaradi premika v izhodisce zadoSca, da dokazemo samo izrek v primeru f(z) = Z;:O:o apz™. Izberimo
w € D(0,R). Dokazati moramo, da f’(w) obstaja in velja f'(w) = Y7 na,2""'. Izberemo tak p, da
velja |w| < p < R in tak z, da je |z| < p. Poglejmo si

—f(zi:i}(w) —g(w):f:an (ZZ:Z ) Zan " L - nw ) =

o0
= an(z—w)(z" 7+ 20" 4 4 (n— 22w 4 (n = Duw" ).
=1
Steli smo od n = 1, saj je nicti ¢len o¢itno enak ni¢. Sedaj posljemo w proti z:
lim

w—rz zZ—w

TELZI) — gta)| = Sl = wl(a"2 4 = Dl ol + (1= D"

l\D)—‘

S n—2 |Z — w| S n—2
—Z anllz —win(n —1)p" ™= = T;Mnm(n—l)f)

Ta vsota pa konvergira, saj ima konvergen¢ni radij enak R > p. Naj bo M = Y07, |an|n(n — 1)p" 2.
Tedaj je
- 1
lim | £ = f () —g(w)‘ Lt —wl =0
w—z zZ—w 2
za |z| < p. O

Posledica 1.11. Naj bo f(z) = >.° jan(z — a)™ konvergentna na D(c, R). Potem je f ne-
skonénokrat odvedljiva v kompleksnem smislu in za k € Ny velja

F®(a)
K

ap —

\

Zgled 1.6. Eksponentno funkcijo definiramo kot vsoto potenc¢ne vrste
[o ]
-3 -
o n!

11
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Kot pri Matematiki I vidimo, da je R = oo, kar pomeni, da je f : C — C holomorfna in cela. e* konvergira
absolutno na C in enakomerno na vseh kompaktnih podmnozicah. Nastejmo Se nekaj ostalih elementarnih
funkcij:

6iz —iz 0 n 2n+1
sinz = Z
Qn + 17
n=0
eiz + e—iz > n 2n
COS z2 = E
2
n=0
e? — e~ % s 2n+1
sinh z = —isin(iz) = = Z
2 2
n=0 ( n+ )
e* 4+ e * e an
coshz = cos(iz) = ——— = Z .
2 (2n)!
n=0

Vse navedene funkcije so cele, torej holomorfne iz C v C, ustrezne potenc¢ne vrste absolutno konvergentne
na C in enakomerno konvergentne na vseh kompaktnih mnozicah v C. Ce zgornje potenéne vrste odvajamo,
dobimo

e sin(z) = cos(2),

— cos(z) = —sin(z),

dz

% sinh(z) = cosh(z),

d .
e cosh(z) = sinh(z).

Velja tudi e*e® = e*t% = e%e? (brez dokaza). Ce pisemo z = x + iy, imamo

le |ezeiy| = |ez||eiy| =% = eRez,

Z|_

Poglejmo si Se, kako resimo enacbo e* = 1. Velja |e?| = ¢* = 1, torej x = 0 in y = 2kn. Sledi z = 2k7i za
nek k € Z.

Posledica 1.12.

z w

e =e¥Y << z—w=2kmi, zakeZ.

Dokaz. e =e¥ < e* % =1 <= 2z —w = 2kwi. Poleg tega sledi Se, da e* # 0 za vsak w € C ter da
za e® obstaja inverzna vrednost (e¥)~! =e~%. O

1.7 Integracija kompleksnih funkcij

7

Definicija 1.17. Naj bosta u,v : [a,b] — R Riemannovo integrabilni funkciji in f = u + iv :
[a,b] — C. Tedaj integral funkcije f definiramo kot

/abf(t)dt:/abu(t)dt—ki/abv(t)dt.

Trditev 1.13. Funkcija f = u +iv je integrabilna natanko tedaj, ko sta u in v integrabilni.

12



Matematika IV KOMPLEKSNA ANALIZA

Trditev 1.14. Naj bosta f, g : [a,b] — C integrabilni funkciji in o, 8 € C. Velja

[ @0+ pond=a [ s+ s [ gt

Tej lastnosti recemo linearnost integrala.

Ceje f =u+iv: [a,b] = C zvezna, potem sta tudi u,v : [a,b] — R zvezni. Ker so zvezne funkcije na
zaprtem intervalu integrabilne, je tudi f = u+iv integrabilna. Alternativni pristop je preko Riemannovega
integrala za f : [a,b] — C.

Imejmo delitev intervala [a,b], to je mnozico tock {xo,z1, ...,z }, da velja
a=20 <21 < ... < Tp_1<Ty,=">0

Naj bo £ =&, &, ..., &, usklajena izbira testnih tock, tako da velja z;,_1 < & < x; za vsak i € {1,...,n}.

a &1 &2 En—1 én b

To I3 X2 Tn—2 Tp-1 Tn

Riemannovo vsoto zapiSemo kot

=2 f&) (s — ).

j=1
Recemo, da je funkcija f Riemannovo integrabilna, ¢e obstaja “limita” Riemannovih vsot, ko gre Sirina
najdaljSega intervala delitve proti nic.

Trditev 1.15. Naj bo f : [a,b] — C integrabilna funkcija. Velja

b
< ["1relat

Dokaz. (Skica) Najbo R =377, f(§;)(x; —;-1) neka Riemannova vsota. Po trikotniski neenakosti velja

b
F(t)dt

[R| < Zlf &)z — 1)

Jj=1

Ko gre sirina najdaljSega intervala proti ni¢, dobimo v limiti

/a " feya| < / )t

Definicija 1.18. Najbo D C Cin v : [g, b] — C zvezno odvedljiva pot, torej v = v1 + iy, kjer
sta y1,72 : [a,b] = R zvezno odvedljivi. Ce je f: D — C zvezna, definiramo

b
/ f(2)de = / SOty dt

\. J

To definicijo lahko razsirimo na kosoma zvezno odvedljive poti. Ce je v kosoma zvezno odvedljiva,
potem interval [a,b] razdelimo na podintervale [¢ ] 1,t;], na katerih je v zvezno odvedljiva. Oznacéimo
v, : [tj—1,t;] = D skréitev poti v na interval [t;_1,t;]. Velja

[ s dz_zt F5(0)35(2)d.

13
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Zgled 1.7. Naj bo f: D(a,r) — C zvezna funkcija in naj bo v pozitivno orientirana kroznica dD(a,r) =
S(a,r). Ce zelimo f integrirati po tej kroznici, moramo najprej parametrizirati . Najlazje je to storiti
kot v(t) = a + re't, za t € [0,27]. Tako imamo

2

/ f(z)dz =ir fa+et)e' dt.
S(a,r) 0

Naj bo dana pot v = 1 + iva, ki je odvedljiva (% = 41 +i92). To si lahko predstavljamo kot krivuljo
(71,72) v R2. Loéni element krivulje v R? je enak

ds = +/ ")/1 (t)2 + ;}/Q(t)2 dt.
Za dolzino krivulje v torej velja
b b b
1) = [ ds= [ VA@EF R0 = [ o)
a a a

Ta formula velja tudi za kosoma zvezno odvedljive poti. Od tu naprej bo v vedno kosoma zvezno odvedljiva,
razen ¢e bo pisalo drugace.

Trditev 1.16. Velja

dz| < d
JRCEE By OIS
Dokaz.
b b b
dz| = ) (t) dt| < )4 (t)] dt < | 13| dt = d
[ e =| [ soono < [Croonoras ool ol = [ i)
O
Ker je f zvezna na ~* (tir poti v), potem |f| doseze maksimalno vrednost M. Zato velja
dz| < dz< | Mds=M [ ds= Ml(~).
[ e < [1reaz < [ was=ar [ as=ang)
Trditev 1.17. Ce je ¢ : [c,d] — [a, b] naraicajoca zezno odvedljiva bijekcija, potem je
dz = dz.
SRICLE !Af@)z
Dokaz. (Skica) Uporabimo substitucijo s = ¢(t):
! d(v o) a . .
dz = ) ———L(t)dt = t )p(t) dt =
[ 1= [ soeon TP 0w [ raeuyiense
b
— [ 16t ds = [ 1) d.
a ol
O

14
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1.8 Splosno o operacijah s potmi

Definicija 1.19. Naj bo vy pot, v : [a,b] — C. y(a) se imenuje zacetna tocka, v(b) pa koncna
tocka. Ce je y(a) = v(b), reemo, da je v sklenjena pot ali zanka. Za vsako pot 7 obstaja naspro-
tna pot v~ (t) = vy(a+b—t).

Preslikava t — a + b — t je padajoca bijekcija. Velja v* = (y7)*.

Trditev 1.18. Ce je f zvezna funkcija in v kosoma zvezno odvedljiva, potem je

[yf(z)dz: —./Y f(z)dz

. J

Dokaz. Uporabimo substitucijo s =a +b — t:

/f dz—/f t)dt = /f (a+b—1t)y(la+b—t)dt =

/ e / G —/7f<z>dz.

Pri operacijah s potmi se splaca imeti parametrizacijo oblike v : [0,1] — C. Za to uporabimo bijekcijo
© : [a,b] — [0,1], ki je naras¢ajoca in zvezno odvedljiva:

O

r—a
()O(il:) - b —a .
Krivuljni integral se po reparametrizaciji ne spremeni. Imejmo dve krivuljiy; : [0,1] = Cinysy : [0,1] — C,

pri éemer je v1(1) = v2(0). Krivulji spojimo z naslednjim predpisom:

. v (2t); 0<t<1/2,
7 (2t —1); 1/2<t<1.
Spoj krivulj 1 in o oznac¢imo z 1 U va.

Naj bosta v in 72 kosoma zvezno odvedljivi poti. Naj velja v : [0,1] — C in 72 : [0,1] — C ter
71(1) = 72(1) in ¥1(0) = 72(0). Tedaj je v1 Uy, zanka z zacetno in konéno tocko v1(0) = v2(0).

e ")

Trditev 1.19. Naj bosta 1 in 2 poti z isto zacetno in koncéno tocko. Velja

f()dz= | f(2)dz <= f(z)dz =0.

Y1 Y2 Y1Uvg

Trditev 1.20. Za vsako holomorfno funkcijo f : D — C in vsako kosoma zvezno odvedljivo pot
v : [a,b] = D velja

/ f'(2)dz = F(3(b)) — F(v(a)-

Dokaz.
b b
[£@a= [ raepmd= [ Srenmd=(fon® - (o)),

15
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Opomba: v dokazu smo predpostavili, da je f’ integrabilna. V splosnem tega ne bi smeli. Za
protiprimer si poglejmo funkcijo f(z) = x 2?sin(z72) za z # 0 in f(0) = 0. Ta funkcija je odvedljiva
povsod na R, vendar je njen odvod neomejen v okolici nicle, zato ni Riemannovo integrabilna. Se vec,
lahko se nakuha tako funkcijo, ki je povsod odvedljiva, njen odvod je omejen, vendar ni Riemannovo
integrabilen. Primer take funkcije je [Volterrova funkcijal . Njen odvod je omejen, vendar nezvezen na
ne-gosti mnozici z pozitivno Lebesgueovo mero (Smith-Volterra-Cantorjeva mnozica)), zato ni Riemannovo
integrabilna. Na sre¢o nam za take eksoti¢ne primere ni potrebno skrbeti, saj za holomorfne funkcije velja
naslednji izrek, ki ga ne bomo dokazovali.

g Y

Izrek 1.21. Ce je funkcija f holomorfna, potem je f' zvezna.

Izrek 1.22. Naj bo f : D°W — C taka zvezna funkcija, da je

}Igf(z)dz:O

za vsako sklenjeno odsekoma zvezno odvedljivo pot v v D. Potem obstaja taka holomorfna funk-
cija F: D — C, da je F' = f.

\. J

Opomba: Za vsak n € Ny je funkcija f : C — C, f(z) = 2™ zvezna. Velja tudi, da je f,y z"dz =0 za
vsako sklenjeno pot -, saj lahko pisemo

n+1
%z”dz=¢i<z—> dz = 0.
- L dt \n+1

Dokaz. Ali lahko za iskanje takega F', da velja F’ = f, uporabimo osnovni izrek algebre? Poskusimo F'(z)
definirati preko krivuljnega integrala. Izberimo a € D. Za z € D definirajmo

F(z) = / f(w) dw,

kjer je v neka pot med a in z. To lahko storimo, ¢e sta a in z znotraj iste komponente, zato lahko brez
skode za splosnost (BSS) predpostavimo, da je D povezano obmocje. Preveriti moramo, ¢e je F' dobro
definiran, torej neodvisen od izbire poti . Naj bosta 7 in 5 poti od a do z. Iz predpostavke sledi

9§u f(z2)dz=0 <= f(z)dz—i—/i f(z)dz =0 <= f(z)dz= | f(2)dz,

71 71 2

zato je F(z) dobro definiran. Ozna¢imo

z
Fe) = [ flw)dw,
a
kar pomeni krivuljni integral od a do z, ki je neodvisen od izbire kosoma zvezno odvedljive poti med a in

z. Sedaj moramo dokazati Se, da velja F'(z) = f(z) za vsak z € D. Ker je D odprta mnozica, lahko v
okolici tocke z zagotovo najdemo tako tocko z + h, ki tudi lezi v D. Uporabimo definicijo odvoda:

! ( / " ) du - / " fw) dw> ~ f(2)

z+h z+h
%/ f(w)dw—%/ f(z)dw

Ker je f zvezna funkcija, za vsak € > 0 obstaja d > 0, tako dazaw € D in |w—z| < é velja |f(w)—f(2)] < e.
Nadaljujemo od prej in uporabimo definicijo zveznosti:

z+h
i s s

F(z+h)—F(z)
FEAMZFE) )

z+h
2w - e du

1

z+h 1 z+h
a [ v -] < o [ ) - s < e,

[R]
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Ker je mnozica D odprta, lahko vzamemo tako majhen §, da bo daljica med z in z + h lezala v celoti v
krogu znotraj D. Tedaj bo veljalo {(y) = h in se nam zgornji obrazec poenostavi v e. Ce povzamemo:
ugotovili smo, da velja
F(z+h)— F(z)
h

To pomeni, da F’ = f. O

—f(»)| <e Ve > 0.

1.9 Ovojno stevilo in Cauchyjev izrek

e '

Definicija 1.20. Naj bo v : [a,b] — C kosoma zvezno odvedljiva sklenjena pot in naj z ¢ ~*.
Indeks ali ovojno stevilo tocke z glede na pot v je

b .
Y(t)
ind,( " 2mi f " 2mi . @) — 2 dt.

Ker je £ — 5%,2 holomorfna (racionalna) funkcija na C\ {z}, je zvezna. Zaradi z ¢ ~*, je zgornji
integral dobro definiran in obstaja.

e D

Lema 1.23. Ngj bo v : [a,b] — C odsekoma zvezno odvedljiva pot in f : v* — C zvezna funkcija.
Tedaj je funkcija F : C\ v* — C, dana s predpisom

)= [ e

holomorfna. Funkcijo F lahko na vsakem odprtem krogu D(«,r) C C\ v* razvijemo v potencéno

vsoto
o0
= Z an(z — )"
n=0

pri cemer so

\. J

Dokaz. Naj bo a € C\ v*. Ker je C\ v* odprta mnozica (komplement kompaktne krivulje), obstaja
krog D(a,7) C C\ v*. Dokazali bomo, da se lahko F' na tem krogu razvije v poten¢no vrsto, zato bo F'
holomorfna na D(a, ) in posledi¢no v «. Ideja dokaza je, da E% razvijemo kot poten¢no vrsto v D(a,r):

(oo}

1 1 1 z—a\ (z —a)”
§—z§—a+a—z£—a(l+£—a> Z & —a)ntl’

Ker z lezi znotraj kroga D in ker £ lezi na v*, torej izven kroga D, veljata neenakosti |z — a] < r in

|€ —a] > r. Sledi ¢ = ‘g:—g‘ < 1, torej smo zgornji razvoj lahko naredili. Imamo

[ [(S A5

Radi bi zamenjali vrstni red integrala in vsote. Za to mora biti vsota enakomerno konvergentna. Oznacimo
Se M = max,« |f|. Velja

<M ! q”SMq
I€ — af T

‘f (z = )"

_an-l-l
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Ker je |g| < 1in sta M in r konstantna, nasa funkcijska vrsta konvergira enakomerno po Weierstrassovem
kriteriju. Sledi:

):A&dg:/(Zf _Zﬁ1>dg Z(/_gmd>z—a Zanz—a

Izrek 1.24. Naj bo v : [a,b] — C sklenjena odsekoma zvezno odvedljiva pot in naj bo D = C\ ~*.
Tedaj je z +— ind,(z) zvezna funkcija, katere vrednosti so cela Stevila. Indeks je konstanta na
vsaki povezani komponenti D in niceln na neomejeni komponenti.

Dokaz. Funkcija indeks je definirana kot
1 1
ind,(z) = —}5 d¢.
¥

Po prejsnji lemi (1.23) — uporabimo zvezno funkcijo f(z) = 1 — je ind, zvezna funkcija na D. Definirajmo

F : [a,b] = C s predpisom o
PO = 60 - e (- [ 1),

F(t) = 5(t) exp (_ /at W(ZL() -z du) FOn = ( /at 7(1()@ z du) c(lit /at 7(_7)(@ .
=itew (- [ 55 an) - 0095 e (- [ 5 a)
= (3(0) — (1) exp ( / t SR d“)
=0

Ker pa velja F' = 0 za Vt € [a, b], mora biti F(a) = F(b). Dobimo

Fla) = (7(a) — 2) exp (— |

Y(u) — 2

au) () =2 =10) - =

pri ¢emer smo upostevali v(a) = v(b), in

b .
F(b) = (7(b) — 2) exp (- / 7(1()“32 du> .

Ko to dvoje enacimo, se ¢len (y(b) — z) pokrajsa:
b .
exp —/ M du | =1,
a V(u) -z

—/ ﬂdu_zmk keZ

torej po posledici (|1.12])

in
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Na kratko ind, : D — Z. Ker je to zvezna funkcija in ker slika v Z, je ta funkcija konstantna na
vsaki povezani komponenti od D. Naj bo z element neomejene komponente mnozice D. Oznacimo M =
maxyeiqp) ¥(t). Imamo

R0 1A M(b —a)
zﬁ/ﬂg)_zdté%/h()_d dvz = 2nd(y2)’

M, b— ain 27 so konéne in neodvisne od z. Ker pa je lahko z poljubno oddaljen od krivulje ~, je lahko
razdalja d(v*, z) poljubno velika in vrednost zgornjega izraza poljubno majhna. Ze ¢e pride vrednost pod
1, smo prepricani, da mora biti vrednost ind, enaka 0. Ker to velja za zelo oddaljene tocke, mora zaradi
zveznosti veljati na celotni neomejeni komponenti. O

Komponente primera obmocja D in ovojna Stevila so prikazana na sliki [T.2}

Slika 1.2: Primer poti 7 in ovojnih §tevil (z modro).

Zgled 1.8. Naj bo ~ enkrat pozitivho navita enotska kroznica s sredis¢em v izhodi§¢u. Izracunajmo
ind, (0). v parametriziramo kot v : £ = €'?, ¢ € [0, 27).

1 T jele 1
ind, (0) = — _d€ / © dp= —omi=1
0

2mi J, §-0 e 27

Sedaj izrac¢unajmo ind. (2), kjer je z = re'® zar < 1:

2T 1 27

iel®
= omi 5 T 2om el — peit

cosp +isinp

d ( il
i 21 Jy  (cosep —rcost) +i(sinp — rsint)

dp =

Ta integral je tezko izvrednotiti, zato v praksi pois¢emo “najlepso” tocko, tam porac¢unamo indeks in
potem vemo, da je indeks na celotni komponenti enak.

Izracunajmo Se bolj splosen primer: indeks tocke « za n-krat navito kroznico po S(«,r). Parametrizi-
ramo v : §{ = a +re'? za ¢ € [0,2n7).

2nm . i .
rie®! 2nmi
d - d P— f—
in 27“ §I§ - © - n

2771 a—+re¥ —a« 2mi
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Izrek 1.25 (Cauchyjev izrek). Naj bo «y taka sklenjena odsekoma zvezno odvedljiva pot v neprazni
odprti mnoZici D C C, da je ind,(w) = 0 za vsak w € C\ D. Tedaj za vsako holomorfno funkcijo

f:D — C velja
P 1)z =
0

Izrek lahko formuliramo tudi za obmodcja: naj bo @ C C obmodje (neprazna povezana odprta
mnoZzica) in f:  — C holomorfna funkcija. Naj bo D omejeno obmocje v 2, da je D U 0D C §).
Naj bo 0D sestavljen iz konénega Stevila gladkih kosov. Tedaj velja

f(z)dz =

oD

Opomba: formulaciji izreka sta skoraj ekvivalentni, razlika je le v tem, da se lahko pot navije veckrat,
rob pa natanko enkrat. Tako je mnozica D v prvi formulaciji ekvivalentna mnozici 2 v drugi in v je
ekvivalentna dD. Vsekakor pa mnozica D v prvi formulaciji ni ekvivalentna mnozici D v drugi formulaciji.
Predpostavka, da je indeks zunaj neke mnozice povsod enak ni¢, je ekvivalentna temu, da je ta mnozica
povezana s potmi.

Dokaz. Dokazimo drugo formulacijo izreka pod predpostavko, da je f’ zvezna. (To mora biti, ker je
holomorfna, ampak tega nismo dokazali.) Spet pisimo f = u + iv, kjer je u = Re f in v = Im f. Imamo

b f(z)dz = jéD(UwLiv)(deridy) = /BD(udx—vdy) +i/8D(vd:17+udy).

Sedaj uporabimo Greenovo formulo in Cauchy-Riemannove enacbe:

//(— — Uy dacdy—i—l// z — Uy) dxdy—// d;vdy—H// «)dxdy = 0+ 0i.

Zgled 1.9. Integrirajmo f(z) = 1 na enotskem krogu S(0,1):

d 27 - iCP
yﬁ i:/ “_dp=2mi#0.
aD(0,1) ? o €¥

Zakaj nismo dobili rezultata 0?7 Na D = D(0,1) \ {0} je f holomorfna. Recimo, da je Q = D(0,1) \ {0}.
Ampak

DUdD = D(0,1)\ {0} US(0,1)u{0} = D(0,1) £ Q.
Rob obmoéja D vsebuje tudi tocko {0}, ki pa ni znotraj .

Zgled 1.10. Izracunajmo integral funkcije f(z) = z~™ na enotski kroznici. V prejsnjem zgledu smo
ugotovili, da ima za n = 1 integral vrednost 27i. Za vse nepozitivne n lahko uporabimo Cauchyjev izrek
in dobimo vrednost ni¢. Za vse n > 1 pa uporabimo izrek ((1.22)) in prav tako dobimo vrednost nic.

515 % )27, n=1
s(0,1) 2" 0, n#l
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Izrek 1.26 (Cauchyjeva formula ). Naj bo v taka odsekoma zvezno odvedljiva sklenjena pot v
neprazni odprti mnoZici D C C, da je ind(w) = 0 za vse w € C\ D. Tedaj za vsako holomorfno
funkeijo f: D — C in za vsak z € D\ v* velja

£z () = o T e

(Za obmodéja) Naj bo Q obmocje in f : Q — C holomorfna funkcija. Naj bo D orientirano
obmocje v ), za katerega velja D U 0D C Q. Ce je 0D pozitivno orientiran, velja

fo- g 1@

27 Jap E—2

de.

Dokaz. Dokazimo formulo za obmogja in spet predpostavimo, da je f’ zvezen. Izberimo tocko z € D\ dD.

Definirajmo © )
_ @) - r=
9(§) = gTa

ki je holomorfna na Q \ {z}. Ideja je, da integriramo g(z) po 9D U dD(z,r) in r posljemo proti 0. Kako
integriramo po dveh lo¢enih sklenjenih krivuljah? Ustvarimo pot med eno in drugo, ki deluje kot “most”
(glej sliko . Najprej se sprehodimo po eni krivulji, dokler ne pridemo do mostu, potem gremo cez
most in integriramo po drugi krivulji, se spet sprehodimo ¢ez most in dokon¢amo preostanek prve. Ker
smo most integrirali dvakrat in to v razli¢nih smereh, se nam pri kon¢ni vrednosti ne bo poznal. Zato ni
pomembno, kje si zamislimo most, vazno je le, da poteka po definicijskem obmocju integranda. Oznac¢imo
v = 0D(z,7) in naj bo pozitivno orientirana. Uporabimo Cauchyjev izrek za g po 9D U dD(z,r). Ker je
0D orientiran pozitivno, moramo po ;" integrirati v negativno smer:

- L HO-fG) O f() O —fG)
0= 55 9(€) dé = g§ = LY d“ﬁ_gg ae =
ODU~,. ODU~,.
L O L S o [ SOSE) o f SO O - ()
_%Dﬁ—zdf e TP Ty =P ey A/ () indop () ?S =,

Indeks 0D v tocki z je ena, Ge pa bi imeli splosno pot v, pa bi ostal zraven f(z). Zgornja formula velja za
vsak r > 0, za katerega je D(z,r) C D. Dokazali bomo, da je

: fE€) —fz) .,
)
Sledilo bo (o) £2)
z .
yng_dezyng_zdfz%nf(z)

in dokaz bo zaklju¢en. Poglejmo si naslednje:

ygr f(gg_ic(z)dg’ = (24 relt) — f(2)

0 z+reit — z
Ker je f zvezna v z, za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0, tako da je |f(z + rel¥?) — f(2)| < e/2mr za 0 <r < § in
t € [0,27). Paziti moramo tudi, da velja D(z,r) C D, kar za dovolj majhne r drzi. Imamo

FO = () e

—Z

2m
irelt dt‘ < / |f(z +re't) — f(2)|dt.
0

27 )
/ If(z47re") — f(2)|dt < e = lim§£
0 Yr

r—0
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Slika 1.3: Prikaz, kako povezemo dve loceni sklenjeni poti.

Posledica 1.27. Naj bodo f, Q, D in z definirani kot v predpostavkah Cauchyjeve formule za
obmocja. Tedaj za vsak n € Ny velja

n ! f©)
160 = g, =y

\.

Dokaz. Odvajamo Cauchyjevo formulo kot integral s parametrom n-krat. O

Posledica 1.28. Naj bo f holomorfna funkcija na odprti mnozici D. Tedaj se f da razviti v po-
tencno vrsto na vsakem odprtem krogu D(a,r) C D kot

f(Z) = Zan(z - a)n’
n=0

kjer so

dD(a,r)

\. J

Dokaz. Izberimo D(a, 1) C D(c, R) C D. Po Cauchyjevi formuli za vsak z € D(a, 1) velja
_ 1 f(©)
1) =55 §£ -2
dD(a,r)

To lahko razvijemo v potenéno vrsto na vsakem krogu znotraj D(«, R) oziroma D(«,r). Formula za
koeficiente sledi iz posledice [1.27] O

e ")

Definicija 1.21. Odprt kolobar A (annulus) je mnozica tock
A(a,m,R) ={z € C;r < |z —a| < R}.
Zaprt kolobar A je mnozica tock

A(a,r,R)={z € C;r < |z—a| < R}.
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Izrek 1.29 (Cauchyjeva formula za kolobar). Naj bo f holomorfna funkcija na okolici zaprtega
kolobarja A(a,r, R). Naj |£— a| = t oznacuje pozitivno orientirano kroznico s srediéem v a in
polmerom r. Za vsak z € A(a,r, R) velja formula

PR (C PR S O P

|z—a|=R |z—a|=r

Izrek 1.30 (Cauchyjeva ocena ). Naj bo f : D(a,r) — C holomorfna funkcija. Naj za vsak
z € D(a,r) velja |f(2)] < M. Tedaj za vsak n € Ny velja

|
M @) < M=

\

Dokaz. Naj bo 0 < p < r, Uporabimo Cauchyjevo formulo na D(a, p):

my oy b f(€)
f (a) B 2mi é(a,p) (5 - a)n-l—l dg

Imamo sledece:

"!515 /(I n! /2” |f(a+pet)]
d§:
0

o la + peit — a|nt1

lipelt| dt =
S(a,p) |£ - a|n+1

11 (a)] <

n! 2™ |f(a + pet)| n! [ . n!
- = EASN A Y Bdt < M—.
i |t e = S [ e gt < 2
Sedaj posljemo p proti r:
n! n!
limM— =M—
p—r P rn

Izrek 1.31 (Liouvilleov izrek). Cela omejena funkcija je konstantna.

Dokaz. Ker je f: C — C omejena, obstaja tak M € R, da je |f(z)| < M za vsak z € C. Naj bo a € C
in D(a,r) krog s poljubnim polmerom. Po Cauchyjevi oceni velja

, M
()l < =

Ker je r lahko poljubno velik, je lim,_, % = 0, zato je f'(a) = 0 za vsak a € C. Ker je f cela, je tudi
holomorfna, torej lahko zapisemo sledece:

z

f'(€)dg = f(z) — f(a).

o
1
—

Sledi
f(z) = f(a) = konst. Vz e C.

Izrek 1.32 (osnowvni izrek algebre). Vsak nekonstanten polinom ima v C vsaj eno niclo. ]
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Dokaz. Naj bo
p(2) = anz" + 12"V 4+ . a1z + ag

nekonstanten polinom s koeficienti iz C. Brez Skode za splosnost lahko predpostavimo, da je a, = 1.

Definirajmo
1 1

z) = = )
1) p(z) 2"+ ap_12" '+ . +a1z+ag

Vsaka racionalna funkcija je holomorfna na celotni kompleksni ravnini, razen v niclah imenovalca. Ce
predpostavimo, da p nima nicle, potem je f : C — C holomorfna, in zato cela. Sedaj bomo dokazali, da je
f(2) omejena. Zapisimo p(z) na slede¢ nac¢in:

Ay — a a,
p(z):z"<1+ el 4 ni1+—2).
z z z

Uporabimo obrnjeno trikotnisko neenakost (||a| — [b]| < |a + b]):

_lanal o aa| aol
N e -

p(2)] = |2 11

Za dovolj velike z bo vrednost znotraj velikih absolutnih vrednosti zelo blizu 1, ¢len |z|™ pa bo zelo velik.
Torej zagotovo obstaja tak zg, da je |p(z)] > 1 za vsak z € C,|z| > |20]. Iz tega sledi, da bo |f(2)] < 1
za vsak dovolj velik |z|. Izven kroga s polmerom z je torej f omejena, na zaprtem krogu D(0, |zo|) pa je
zaradi zveznosti na kompaktni mnozici tudi omejena. Ker je f cela in omejena, mora biti konstantna, torej
mora biti tudi polinom p(z) konstanten, kar pa ni v skladu s predpostavkami. Prigli smo do protislovja,
torej mora imeti vsak nekonstanten polinom vsaj eno niclo. O

Posledica 1.33. Vsak nekonstanten polinom stopnje n ima n kompleksnih nicel, pri cemer k-
kratne nicle stejemo k-krat. Krajse povedano, kompleksna Stevila so algebrsko zaprt obseg.

Dokaz. 7 indukcijo. O

1.10 Nicle holomorfnih funkcij

Naj bo f : D — C holomorfna funkcija in D odprta mnozica. Naj bo D(a,r) C D odprt krog. Vemo, da
lahko znotraj D(a,r) funkcijo f razvijemo v poten¢no vrsto

F2)=) anlz—a)"

a je nicla funkcije f (f(a) = 0) natanko tedaj, ko velja ag = 0. Ce je a, = 0 za vsak n € Ny, potem
je f(z) = 0 za vsak z € D(a,r) in velja tudi obratno. Predpostavimo, da obstaja tak m € N, da je

ap =a1 = ag = ... = aym—1 = 0 in a,, # 0. Funkcijo f lahko zapisemo kot
fE)=GE-a™) a(z—a)" " =(z—-a)"g(2),

kjer je g neka druga holomorfna funkcija. Velja, da je konvergenéni radij g tudi enak r, ter g(0) # 0, saj
am # 0. Ker je g zvezna, obstaja okolica tocke a, na kateri g nima nicle. Za b # a velja f(b) =0 <—
g(b) = 0, zato je a na tej okolici edina nicla za f, Gemur retemo izolirana nicla. Definirajmo h: D — C s
predpisom
flz) .
h(z) _ {(z_;)mv z e D\{a}a

G zZ=a.

h je holomorfna na D\ {a}, saj je tudi f(2)(z—a)~™ holomorfna. Ker je h = g na D(a,r), je h holomorfna
na celotnem D. Velja f(z) = h(z)(z —a)™ za vsak z € D.
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Definicija 1.22. Tocka a je stekalisée mnozice A, ¢e je v vsaki okolici tocke a kaksna od tocke a
razli¢na tocka iz mnozice A. Mnozica A je mnozica s stekaliséem, Ce vsebuje kako svoje stekalisce.

Izrek 1.34. Naj bo D obmoéje v C in f : D — C holomorfna funkcija. Naj bo Z(f) = {z €
D; f(z) =0} mnoZica nicel funkcije f. Tedaj je f =0 ali pa Z(f) nima stekaliséa v D.

Opomba: ker je D povezana, sta @ in D edini odprti in zaprti mnozici.

Dokaz. Naj bo A mnozica stekalisé Z(f) v D. Ce je A = @, potem je vsaka nicla izolirana. Torej lahko
za vsak a € Z(f) zapisemo f(z) = (# — a)™*h(z) za nek m, € N, iz ¢esar sledi f # 0. Sedaj recimo, da
A # @. Dokazali bomo, da je A hkrati odprta in zaprta, zato bo lahko veljalo le A = D.

Zaradi zveznosti je stekalisce nicel funkcije f spet nic¢la. Ker je stekalisce stekalis¢ tudi stekalisce, je A
zaprta.

Naj bo a € A. Is¢emo tak r > 0, da je D(a,r) C A. Ker je D odprta mnozica, obstaja r > 0, da je
D(a,r) € D. Na D(a,r) razvijemo f v potencno vrsto. Ker je a stekali¢e nicel, a ne more biti izolirana
ni¢la. Sledi, da je f = 0 na nekem krogu D(a, p). Ker so koeficienti poten¢ne vrste enaki pri obeh krogih,
je f = 0tudina D(a,r). Velja pa D(a, p) C A, zato je A neprazna odprta mnozica v D. Ker je D povezana
mnozica in A tako odprta kot zaprta na D, je f = 0 na celotni mnozici D. O

Pokazali smo naslednje: ¢e A nima stekalis¢ v D, potem je vsaka ni¢la izolirana in za vsak a € Z(f)
obstaja tak m, € N, da je f(z) = (2 — a)™g(z), kjer je g holomorfna funkcija na D.

Posledica 1.35. Naj bo D obmocje in f,g : D — C holomorfni funkeciji. Ce f’A = g’A, kjer je
A C D mnoZica s stekaliscem v D, potem je f = g. Temu se rece princip identicnosti.

Dokaz. Vpeljimo novo funkcijo h = f — g. Velja h}A =0, torej je A C Z(h). Ker ima A stekalisée v D, je
h = 0 na celotni mnozici D, torej je f = g na D. O

Opomba: Pri Matematiki I smo spoznali funkcijo e za = € R in smo ugotovili, da jo lahko zapisemo

kot potené¢no vrsto
X n

X
ez:Zﬁ, VIEGR
n=0

V zgledu smo vzeli to izrazavo, jo posplosili na vsa kompleksna $tevila in iz nje definirali kompleksno

eksponentno funkcijo:
ZTL
Zz .
e* = E o Vz e C.
n=0

Ali obstaja kaksna holomorfna funkcija, katere skréitev na realno os je enaka funkciji f : R — R, f(z) = e*?
Da, to je ravno funkcija e?. Ali obstaja Se kaksna drugacna holomorfna funkcija s to lastnostjo? Ne! Ce
imamo neko drugo holomorfno funkcijo f(z), za katero velja f(z) —e* = 0 za vse z € R, potem je
f(z) = e* Vz € R. Ker pa je R mnozica stekalis¢, je f(z) = e* za vse z € C. Podobno lahko pokazemo
za vse trigonometri¢ne in hiperboli¢ne funkcije. Ta zgled nam kaze, da obstaja kve¢jemu ena holomorfna
funkcija, ki dolo¢eno realno funkcijo posplosi na kompleksno ravnino.

Posledica 1.36. Naj bo f holomorfna funkcija na obmocju D C C in mnoZica K C D kompak-
tna. Ce je f nenicelna, potem ima na K kveéjemu koncéno mnogo nicel, na D pa kvecjemu Stevno
mnogo nicel.
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Dokaz. V mnozici K ima po definiciji vsako zaporedje stekalisce. Ce K vsebuje neskonéno mnogo nicel
funkcije f, potem ima neko zaporedje nicel stekalisée v K. Po prejsnji trditvi [[.34] mora biti f = 0.
Definirajmo

D, ={z€D; |z| <n, d(z,0D) > 1/n}
in o

D, ={z€ D; |z| <n, d(2,0D) > 1/n}.
Velja D,, C D,, C Dyyy C ... (glej sliko [L.4).

Slika 1.4: Prikaz prvih dveh korakov kompaktnega izérpanja neomejene odprte mnozice D.

Ker je
(oo} oo o
D= U D, = U D,
n=1 n=1

in ker ima f|5 kve¢jemu konéno mnogo nicel, ima f na D kveCjemu Stevno mnogo nicel (Stevna unija
kon¢nih mnozic je Stevna mnozica). O

Opomba: v dokazu smo sestavili druzino {Dy}nen, takoda D,, € D,, C D,,y; indaje D = U,, Dn =
U,, Dr. Taki druzini recemo kompaktno izérpanje za mnozico D.

1.11 Razvoj v Laurentovo vrsto in tipi singularnosti

Naj bo funkcija f holomorfna na krogu D(a,r). Tako funkcijo lahko razvijemo v potenéno vrsto
flz)= Z an(z —a)", VzeD.
n=0

Ce f ni holomorfna na tem krogu, tak razvoj ne obstaja.

Definicija 1.23. Mnozici
D'(a,r)={2€C; 0< |z—a| <}

recemo punktiran ali preboden krog.

Naj bo f holomorfna naVZ = Z(CL,T, R) ={z€C, r <|z—al < R}. Naj bosta 71 = a + Re'’ in
v2 =a+rel zat € [0,27). Ce je z € A, potem po Cauchyjevi formuli za kolobarje velja

1RO 1 SO

2mi J,, §— = 2ri J,, §— =

flz) =

de.
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Trditev 1.37 (razvoj v Laurentovo vrsto). Vsako holomorfno funkcijo f, definirano na oko-
lici A(a,r, R) lahko razvijemo v Laurentovo vrsto. To pomeni, da lahko za vsak w € A(a,r, R)

2apisemo
0o =1
w) = Z en(w—a)™ + Z en(w—a)t,
n=0 n=—00
kjer je
1 / f(&)
Cp, = — ——=—d¢£ zan >0
" or - (E= a)ntl
m

anL/ &df zan <0

2mi J.,, (€~ a)ntl

tery1 = a + Ret in vy = a + reit. Prva vrsta konvergira za vsak w € D(a, R) in se imenuje
reqularni del, druga vrsta pa konvergira za vse w zunaj D(a,r) in se imenuje glavni del. Vsoti
vrst sta holomorfni funkciji na obmocjih konvergence.

\. J

Ker je f znotraj v; in 2 holomorfna, so na tem obmocju integrali neodvisni od poti, po kateri inte-
griramo. To pomeni, da lahko 71 in <5 homotopno nadomestimo z eno samo potjo v, ki v celoti lezi v
kolobarju in je pozitivno orientirana (primer bi bil kroznica s polmerom r < p < R). Dobljena formula je:

flw) = Z en(w—a)", Kjerje ¢, = 21‘_1 / (E_ﬂj){(“ d¢, VneZ.

Dokaz. Vzemimo z € A(a,r, R). V nadaljevanju bomo potrebovali naslednji oceni. Ce je & € v, potem
velja

z—a R
f—a <§:1.
¢e pa je £ € 41, pa velja
f-al T _q
z—a r
Sedaj uporabimo Cauchyjevo formulo za kolobar:
_ 1 f(8) 1 f(§)
f(Z)—% 715_—Zd€—% WQTzdg
_1 f(©) 1 f(§)
Y vlf—a-l-a—zdg_% 72§—a+a—zd§
1 f(&) 1 f(©)
== dé + —— d
2mi J5, (5—a)<l—ﬁ) 2 J,, (2 —a) (1—5:—2) ¢
f(€ — f(¢
:2mﬁélz_: - n+1 }’gz% _ n+1 d§
L fOE- c- a)"
= 2m 2 W 2777;0 wmdf
(L 1) w1 1) .
-2 (f, @ arre) -+ (G f @) oo

Zaradi zgornjih neenakosti smo lahko izraza razvili v vrsti in zaradi enakomerne konvergence smo lahko
zamenjali vrstni red integriranja in vsote. Integrali so neodvisni od izbranih robnih kroznic kolobarja,
pomembno je le, da je z znotraj zunanje in izven notranje kroznice. Laurentova vrsta konvergira absolutno
na A(a,r, R) in enakomerno na kompaktih znotraj A(a,r, R). O
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Naj bo f holomorfna na D’(a,r). Tedaj je f holomorfna na okolici kolobarja A(a,r1,rs), kjer je
0 < ry <re <r. Zato ima f razvoj v Laurentovo vrsto znotraj A(a,r1,r2). Ker lahko r1 in ro izberemo
poljubno z intervalov r; € (0,r2) in 79 € (r1,7), dobimo razvoj v Laurentovo vrsto na D’(a,r). Ker je
razvoj neodvisen od izbire kroznic, res dobimo dobro definiran razvoj na D'(a, ).

7

Definicija 1.24. Naj bo

Cc_ C_
fz2) = ...+ € _2)2 i z_la +co+ei(z—a)+ ez —a)? + ...

Laurentov razvoj funkcije f na D’(a,r). Tocka a je:
i) odpraviljiva singularnost, ¢e je c.1 =c_g = ... =c_p = ... = 0;
ii) pol reda m € N, ¢e je ¢_p, # 0 in c_,, = 0 za vsak n > m;
iil) bistvena singularnost, ¢e je c_,, # 0 za neskonéno mnogo m € N.
Ce pri tocki i) definiramo f(a) := co, potem smo f razsirili na D(a,r). Tocka a je izolirana singu-
larnost holomorfne funkcije f, ¢e je f definirana na neki okolici U tocke a brez tocke a.

Zgled 1.11.
i) f:D'(0,1) = C, f(2) =
_ f; -
o n!
tocka 0 je odpravljiva singularnost.

ii) f:C\ {0} = C, f(2) =e*/2%

_iz”—4_1+1+1+1+14r L
N — nl o2t 23 222 62 120

tocka 0 je pol reda 4.
iii) f:C\{0} = C, f(z2) =

tocka 0 je bistvena singularnost.

Trditev 1.38. Ce je f holomorfna funkcija omejena na okolici izolirane singularnosti a, potem
je a odpravljiva singularnost.

Dokaz. Naj bo

oo

f)= 3 elz—a)"

n=—oo

Laurentov razvoj funkcije f okoli tocke a. Preveriti moramo, ali je res c_,, = 0 za vsak n € N. Naj bo
v =a+ret zat € [0,2n) neka kroznica okoli tocke a v nasi okolici. Ker je f omejena na okolici tocke a,
obstaja tak M € C, da je |f(2)] < M za vsak z € D'(a,r). Imamo

2m
—n dt = Mr"
e |—2ﬂ.§£|§ al- n+1 5_277/ —ntl r

Ker je f definirana na okolici a, lahko r posljemo proti 0 in dobimo ¢_,, = 0 za vsak n € N. O

Izrek 1.39 (Casorati- Weierstrassov izrek). Naj bo a bistvena singularnost za holomorfno funkcijo
f. Tedaj za vsak w € C, za vsak € > 0 in za vsak 6 > 0 obstaja tak z € D'(a,0), da je |f(z) —w| <
€. Drugace povedano, slika vsake okolice bistvene singularnosti je gosta v C.
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Dokaz. Izreka ni tezko dokazati, vendar ga pri pouku nismo. 0

Definicija 1.25. Naj bo f : cC—c¢C funkcija na razsirjeni kompleksni ravnini in naj bo f(z) =
f(1/z).
e Tocka oo je odpravljiva singularnost funkcije f, e je tocka 0 odpravljiva singularnost funk-
cije f. R
e Tocka oo je pol reda m funkcije f, ¢e je tocka 0 pol reda m funkcije f. .
e Tocka oo je bistvena singularnost funkcije f, ¢e je tocka 0 bistvena singularnost funkcije f.

1.12 Logaritem in potence

[ Definicija 1.26. Naj bo z € C\ {0}. Stevilo w € C je logaritem stevila z, e velja e¥ = z. ]

Pi§imo z = rel? in w = z +iy. Velja e%e! = rel®. Veljati mora x = Inr in y = ¢ + 2k7 za nek k € Z.
To lahko zapisemo kot
w = In|z| +i(arg z + 2km).

Obicajno izberemo osnovno vejo logaritma, kjer je k = 0:
Inz =In|z| +iargz.

Na sliki [I.5] sta prikazani veji k = 0 in k = 1, ki sta zvezno zdruzeni. Logaritem ponavadi definiramo na

Im z 4 4

Slika 1.5: Prikaz absolutne vrednosti kompleksnega logaritma, veji k =0 in k = —1.

C\ (=00, 0]. To naredimo zato, ker so v okolici tock z intervala (—oo, 0] toc¢ke z argumenti blizu —7 in 4+
in tam funkcija ne bi bila zvezna. V splosnem pa lahko odrezemo poljuben poltrak iz izhodis¢a. Dokazali
bomo, da je In holomorfna funkcija na C\ (—o0, 0]. Rec¢emo, da je holomorfna funkcija g logaritem funkeije
f, ¢e je e9) = f(z) za vsak z € Dy.

Izrek 1.40. Naj bo D tako obmocje v C, da je ind,(z) = 0 za vsak z € C\ D in za vsako skle-
njeno pot v v D. Potem za vsako funkcijo f : D — C, ki je holomorfna in brez nicel, obstaja

holomorfen logaritem g funkcije f. Ce sta g in h holomorfna logaritma funkcije f, potem velja
g —h = 2kmni za nek k € Z.
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Dokaz. Ker je ind,(z) = 0 za vsak z € C\ D in za vsako sklenjeno pot v v D, je po Cauchyjevem kriteriju
fv h(z)dz = 0. Izberimo wy € D in tak zp € C, da je e = f(wy). Za w € D definirajmo

g(w) = 29 +/ J;,((j)) dz,

kjer je v pot od wg do w. Funkcija g je dobro definirana natanko tedaj, ko je zgornji integral neodvisen
od izbire poti . Naj bosta 7; in v, dve razliéni poti znotraj D od wy do w. Ker po predpostavki velja

za poljubno holomorfno funkcijo b, sledi

[Yl b(z)dz = [m b(z)dz.

Ker f nima nicel na D, je f’/f holomorfna na D, zato lahko vzamemo b = f’/f in dobimo, da je zgornji
integral res neodvisen od izbire poti 7. Sedaj bomo dokazali, da je funkcija g res iskan logaritem. Vemo
ze, da je g holomorfna, in da velja ¢’ = f'/f. Definirajmo funkcijo

B(w) = =90 f(w).
Ta je holomorfna na D in velja
W (w) = =~ g/ (w) f(w) + e~ f'(w) = e~ (g (w) f(w) — f'(w)) =
= e 7 (f(w) f'(w)/ f(w) = f'(w)) = e~/ (' (w) = f'(w)) = 0.
Ker je h zvezna, mora veljati h(w) = C za nek C € C, kjer je C enak znotraj vsake komponente D. Velja
f(w) = Ce?t™),
in ko v ta izraz vstavimo wg, dobimo
flwg) =e* = Ced(wo) = Ce?o,

torej je C' =1 in funkcija g je res iskani logaritem. Dokazimo Se, da je razlika med dvema holomorfnima
logaritmoma veckratnik Stevila 27i. Naj bosta g; in go holomorfna logaritma za funkcijo f. Imamo

e91(w) — f(w) = e92(w)
Po posledici sledi
g1(w) — g2(w) = 2k(w)mwi,
kjer je k € Z lahko odvisna tudi od stevila w. Velja

Ker sta g; in go zvezni funkciji, mora biti tudi k(w) zvezna. Ker pa je definirana na celih stevilih, mora
biti povsod konstantna, torej je g1 (w) — ga(w) = 2k7i povsod na D za nek fiksen k € Z. O

Posledica 1.41. Izberimo wg € C\ (—00,0]. Za vsak w € C\ (—o0,0] velja

dz
Inw=hnwy+ [ —,
5 2

kjer je v pot med wq in w. Ta funkcija je holomorfna na C\ (—oo,0].
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Definicija 1.27. Za a € Cin z € C\ (—o0, 0] definiramo

20— eozlnz'

Funkcija z — z% je holomorfna na C\ (—o00,0], saj je sestavljena iz kompozitumov in produktov
holomorfnih funkcij na tem obmocju.

Obravnavajmo funkcijo g(z) = In(1+ z). Definirana je na C\ (—oo, —1]. V realnih stevilih ima funkcija
In(1 4 z) smisel za > —1. Lahko jo razvijemo v potenéno vrsto kot

2 3 > n+1,.n
x* (=) tig
In(1 =r— —4+——..= -t
n(l+z) ==z 5 + 3 Z -
n=1
Konvergenéni polmer te vrste je R = 1. V toc¢ki z = 1 po Leibnizovem kriteriju konvergira, v tocki z = —1

pa divergira. Potencna vrsta torej konvergira na (—1, 1]. Ker vrsta konvergira v krajiséu z = 1, je funkcija
tam po Abelovem izreku zvezna.

7

Izrek 1.42 (Abel). Naj bo
G(z) = z anx"”
n=0

potencna vrsta s konvergencénim polmerom 1. Ce vrsta

konvergira, potem je funkcija G(x) zvezna levo od x =1 oziroma

lim G(z) = Z .

r—1—
n=0
Izrek velja tudi za kompleksne vrste ob dodatni predpostavki, da na poti, ko gre z proti 1, ta vedno
lezi znotraj enega Strolzovega izseka, to je obmocja na odprtem disku, kjer je |1 — z| < M(1 — |z|)
za nek konstanten M > 1.

Izrek smo pri pouku samo omenili, da obstaja, in ga nismo niti natanc¢no formulirali. Zgornjo realno
potencno vrsto, ki opisuje logaritem lahko enoli¢no razsirimo na celoten odprt enotski krog:

z z

ln(1—|—z)=z—?—|—§—...:z

2 3 o (_1)n+1zn

n
n=1

Ta vsota konvergira tudi povsod na enotski kroznici razen v toc¢ki —1.

1.13 Izrek o residuih

Naj bo f holomorfna funkcija na D’(a, R), naj bo 0 < r < R in naj bo

o

J&) =3 calz—a)

n=—oo

Laurentov razvoj funkcije f na disku D’(a, R). Naj bo v, pozitivno orientirana kroznica okoli tocke a s
polmerom r. Imamo

(oo}

%f(z)d22¢r < i cn(z—a)"> dz = Z 55 cp(z—a)"dz =

n=-—0oo n=—oo v Ir
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dz L :
=c_ 75 = 2ric_; ind,, (a) = 2mic_;.
N, 2= a
Zamenjavo vsote in integrala smo lahko naredili, ker poten¢na vrsta konvergira enakomerno na kompaktih
znotraj kolobarja. Od vsote je ostal samo ¢len s potenco —1, saj imajo vsi ostali ¢leni primitivno funkcijo
in se integrirajo v ni¢. Stevilo c_1 se imenuje residuum ali ostanek in ga oznac¢imo kot Res(f, a).

7

Izrek 1.43 (izrek o residuih ). Naj bo f holomorfna funkcija na obmocju D razen na konéni
mmnoZici izoliranih singularnosti aq,as, ...,a, € D. Naj bo v taka sklenjena pot v D, da je
ind,(z) =0 za vsak z € C\ D. Naj v* ne vsebuje nobene singularnosti a1, ..., a,. Tedaj velja

n

3t 7)== 3 ind ) Res(f ).

2mi
k=1

\.

Dokaz. Naj bo Qf glavni del Laurentove vrste, ki pripada razvoju okoli izolirane singularnosti ax. Defini-
rajmo novo funkcijo

Ker so @y glavni deli za f pri razvoju stevil okoli ay, so aq, ..., a, odpravljive singularnosti za g. Zato z
raz8iritvijo na aj postane g holomorfna na celotnem obmoé¢ju D. Po Cauchyjevem izreku velja

yég(z) dz = 0.

?gf(z)dz: ?gki:_le(Z)dZ:;/va(z) dz.

1

Sledi

Vrstni red vsote in integrala smo lahko obrnili, ker je vsota kon¢na. Po izreku (1.22) ali Cauchyjevem

kriteriju (1.25]) velja

%Qk(z) dz = / L= 2mic_y ind, (ag) = 2miind, (ax) Res(f, ax).
5

~ zZ — ag
Sledi
1 .
Gy é f(z)dz = ];mdv(ak) Res(f, ag)-

Trditev 1.44. Naj bo a izolirana singularnost holomorfne funkcije f in hkrati pol stopnje n. Te-
daj je
1 P
Res(f,a) = 77—y lm ((z = )£ )"

Opomba: (n — 1) v eksponentu oznacuje n — 1-vi odvod.

Dokaz. Naj bo

_ _Cm C—n+1 -1 B
f(z) = G_ar + a1 +...+7z_a +et+alz—a)+..
Laurentov razvoj okoli a. Mnozimo z (z — a)™ in dobimo

(z—a)"f(2) =cen+compi(z—a)+ ... +c1(z—a)" P4 eo(z—a)" +cr(z—a)" T+ .
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Sedaj je a odpravljiva singularnost, zato lahko izvrednotimo funkcijo (z — a)™f(z) v a, vendar nam to Se
ne da pravega koeficienta. Naredimo n — 1 odvodov:

(z—a)"f(z)" Y = (n — Dle_q +nleo(z — a) + (n+ Dler(z — a)? + ... = (n — Dle_y + g(2),

kjer je g neka holomorfna funkcija in g(a) = 0. Velja

(z—a)"f(2)" Y = g(2)
(n—1)! '

C_1 =
Ko posljemo z proti a, dobimo

lim ((z — a)" ()" .

(n—1)! 2=a

Res(f,a) =

Zgled 1.12. Obravnavajmo funkcijo f(z) = cos(z)/2z%. Njen Laurentov razvoj je

1 1 22
M= 5% 51~

Ocitno je c_; = 0, zato je Res(f,0) = 0. Lahko pa dolo¢imo tudi preko formule (1.44)):

1 pCo82\/ . P . B
Res(f,0) = ng}) ((2—0) = ) —Zhg%)cos(z) _;%—sm(z)_o.

Zgled 1.13. Poglejmo si e funkcijo f(z) = sin(z)e!/?. Kaksen je njen residuum v tocki 07 Ker je tocka
0 bistvena singularnost funkcije f si ne moremo pomagati z enacbo (|1.44]). Naredimo razvoj funkcije v
potencno vrsto:

_ e (_1)iz2i+1 e »—J
f(z)_<; (2i + 1)! ) ;07

Ker sta obe vrsti absolutno konvergentni na C \ {0}, lahko njune ¢lene mnozimo v poljubnem vrstnem
redu. Osredotoéimo se samo na élene, ki dajo potenco z~1:

1 1 & n+1

1 , L -
=5 3 5'6' . Z%_l *f\ﬁ(borl(Z)eroll(Z))NO.4930()(.

kjer sta ber,,(z) in bei, (z) Kelvinovi funkciji definirani kot

ber, (z) + i bei, () = J, <,’1'("'m/1> ,
kjer je J,, Besselova funkcija prve vrste, definirana kot resitev diferencialne enacbe
g . n :

5 d% dy p
259 4 8 (z* —n*)y =0.
da? dx

1.14 Uporaba kompleksne integracije pri resevanju realnih inte-
gralov

Zgled 1.14. Naj bo R(sin ¢, cos ¢) trigonometri¢na racionalna funkcija. Resujemo integral oblike
27

I= R(sin ¢, cos ¢) de.
0
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Pri Matematiki I bi tak problem resili s pomo¢jo univerzalne trigonometriéne substitucije u = tan(p/2).

Pri tem dobimo
2u 1—u? d 2
— oS = —— = —
14 u?’ 14 14 u?’ ¥ 1+ u?

Dobili bi mogoce (ampak ne nujno, ker bi bilo potrebno zelo paziti na meje)

I:/OOR 2u ’1—u2 2du
. 1+uw?’ 1+wu?) 14+ u?
in nato uporabili nastavek za splosno racionalno funkcijo ter izvrednotili dobljeno primitivno funkcijo na

mejah integracije. V veliki ve¢ini primerov bi se s takim postopkom zelo zamudili. Opremljeni z znanjem
kompleksne analize pa lahko uberemo kompleksno bliznjico: uporabimo substitucijo z = €¥. Dobimo

sinp = du.

e +e v 4zl 2241 . 22 -1 d dz
cosp = = = sinp = = —.
4 2 2 2: 0 NPT o T
Z pridobljenim znanjem iz tega poglavja, si lahko integral poenostavimo na vsoto:
2 2
1 -1\ d
1:75 R(Z+ . )_ZZWiZRes(f,z).
4D(0,1) 2z 2iz 1z ot
Pri tem je
1 2241 22-1
=—R .
f@) =7 < 2: ' 2z )
Ce zelimo uporabiti to formulo, funkcija f ne sme imeti singularnosti na 9D(0,1).
Zgled 1.15. Za a > 1 izracunajmo integral
2m
I— / _de
0 G-+cosp
Dobimo
7 2% dz
o 1 BD(O,l) 2'2 + 2(12 + 1
Singularnosti integranda sta resitvi kvadratne enacbe 22 + 2az + 1 = 0. To sta
z1=—-a++Va2+1, z2=-a—+\Va®-1
Ocitno je zo < —1, za z1 pa se izkaze, da je nekje na intervalu z; € (—1,0). Sledi
2 1 1 4 2
I =—-2miRes(f,z1) =4 lim (2 — 21) —————— =47 lim = - LI
i z—21 (z—21)(z — 22) z—z1 2 — 29 2] — 29 az —1

Za primerjavo izracunajmo dani integral Se z univerzalno trigonometriéno substitucijo. Najprej ga

dy
%
J_.a—siny

prepisemo v bolj simetri¢no obliko kot

Po substituciji dobimo

a a

I*/X 2 du 72/“ du o T 2
S Sca(l+wu?)—2u  a f_ (H,L)QJF]V,L_)ia\/lii7\/(2,1'

Zgled 1.16. Izracunajmo
/°° dz
I= —_—.
—oo (@2 1)"

Namesto da bi integrirali samo po realni osi, bomo sestavili sklenjeno pot po kompleksni ravnini in upali,
da ves del, ki ni na realni osi ne prispeva nicesar k vrednosti integrala. Vzemimo sklenjeno pot, ki gre od
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R or 7 Re

Slika 1.6: Pot integracije pri zgledu

totke —R do totke R po realni osi, nato pa se vrne v tocko —R po polkrozni poti preko tocke iR (glej
sliko [1.6]). Ozna¢imo pot od —R do R z ap in polkrozni del z Sr. Skupno pot ozna¢imo vg = ar U k.
Integrand ima dva pola, v +i in v —i. Ko bo R Sel proti neskoné¢nosti, bo krivulja v obkrozila tocko +i.
Imamo

/ f(z)dz = f(z)dz — ; f(z)dz = 2miRes(f,1) — f(z)d=.

Br
Velja
Res(f,1) = oy i (= =" ()" = =y lim (e +)7) " =
1 (-2 -2) . o oni1 | —i(2n—2)!
R S R S = 2((n — D))24n—1"
Sledi

75 f(z)dz = 2wiRes(f,1) = m

Dokazimo Se, da je

lim f(z)dz =0.
R—o0 BR

Oznacimo Br = Re'! za t € [0,7]. Ocenimo

™ iRel T T dt R i TR
P — At <R : < At = ————
/0 (R2eZit 4 1)n ’ = /0 = /0 |R2¢2t 41" = (RZ—1)" /0 (R2 — 1)’

kar gre proti ni¢, ko gre R proti neskon¢no. V tretjem koraku smo uporabili inverzno trikotnisko neenakost.
Sedaj lahko napisemo

iRe't
(R2e%t 1 1)n

I = lim /aR f(z)dz = lim ng f(z)dz—Rlim f(z)dz = m

R—o0 R—o0 —»00 Br

Opomba: ta problem bi sicer znali resiti tudi z uporabo znanja iz Matematike III. Uvedemo lahko namrec
novo spremenljivko ¢ = 22. Ob upostevanju sodosti funkcije dobimo

0o 4—1/2 00 $1/2-1 11 ml'(n—1/2
]:2/ 27”(1//:/ (1I,—B<7/,.>—\w~
0 0

1+1) (1 + t)n—1/2+1/2 279 I'(n)

kjer je B(p,q) Eulerjeva B funkcija in I'(u) Eulerjeva I' funkcija. Bralec naj sam preveri, da sta oba

rezultata enaka.
0o .
sinx
I = dz.
O x

Ce bi se tega problema lotili na enak nacin kot prejsnjega, bi naleteli na tezavo, saj ima funkcija f (z) =
sin z/x na grafu te poti singularnost (ki je sicer odpravljiva). Zato sestavimo nekoliko drugaéno pot:

Zgled 1.17. Izra¢unajmo

YR, = [_R7 _5] Uas U [6, R] U ﬁRa
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Im
iR

5| N
_R \ R °

(67

Slika 1.7: Pot integracije v zgledu

kjer je as : 2 = del’ za t € [—m, 0] spodnja polovica kroga okrog izhodis¢a s polmerom § in g : z = Re't
za t € [0,7] zgornja polovica kroga okrog izhodis¢a s polmerom R. Krivulja je prikazana na sliki
Ugotoviti moramo Se, katero funkcijo zelimo integrirati. sinz/z bi delovalo, vendar lahko vzamemo tudi
funkcijo f(z) = €!%/z in gledamo samo imaginarni del. Cilj je, da integriramo po poti, predstavljeni zgoraj,
in uporabimo limitni primer, ko gre R — oo in § — 0. Definirajmo naslednje:

eiz
IR,(; = % —dz.
TR,5 Z

Po eni strani lahko to zapisemo kot integral po razlicnih odsekih poti, po drugi strani pa lahko uporabimo
izrek o residuih, saj je znotraj krivulje vedno samo ena singularnost — tocka 0. Velja

z—0

-0 iz iz R iz iz
:/ e—dx+/ e—der/ e—der/ e—dz.
_R T as z Py X R z

Poglejmo si integrala po polkrogih v primernih limitah:

Ins = yﬁ £ dz = 2niRes(f,0) = 27i lim 2S = o lim €% = 2r1i
TYR,s 2= z

iz 1 : 1 0 ¢ it
fm [ de = g [ AR e ;in%/ ( + g(z)> dz—tim [ L im0 —in
=0 /o, \ 2

60 Jo, # 60 J o z 80 Jo, 2 60 ) . delt

Ves preostanek Laurentove vsote za e'* smo pospravili v funkcijo g(z), ki je holomorfna (in omejena) na
celem krogu D(0,9), torej jo lahko na tem disku navzgor ocenimo z nekim maksimumom M. V limiti
se dolzina poti, po kateri integriramo poljubno zmanjsa, vrednost integrala g pa je navzgor ocenjena kot
produkt M in dolzine poti. To pomeni, da je v limiti integral funkcije g po poti as enak ni¢. Poglejmo si

Se drugi polkrog:
el T oiRe! ) T
/ —dz = / —iRe" dt = / ie'fte dt.
Br # o Re! 0

at— [
0

T/ —2Rt/7 m -R
§2/0 e dt:E(l—e )

Naredimo sledec¢o oceno:

s . it s
/ jelfte” dt’ < /
0 0

eiRe“ iR(cost+isint)

(&

™ /2
dt</ e*RSmtdtzzf et
0 0

V ra¢unu smo uporabili neenakost sinz > 2z /7w za x € [0, 7/2]. Sledi

) eiz
lim —dz
R—o0 R z

< lim %(1 —e By =o.

R—o0
Dobimo
-6 eia: R el o iz
lim Ips =mi+ lim —dx 4+ lim —dx=mi+ — dx = 2mi.
R—o0 ’ R—o0 _R R—o0 5 X —o0
6—0 6—0 6—0
Sledi

* sinx 1 [*° sinz 1 o0 el 1 T
I= de = = dr = =1 —dz | = =I i) = —.
/0 z T2 /,oo z T2 m</oo T x) 2 m (i) 2
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1.15 Izrek o odprti preslikavi in njegove posledice

Trditev 1.45. Naj bo D obmodje in f nenicelna holomorfna funkcija na D razen v nekaj singu-
larnih tockah, ki so poli funkcije f. Naj bo D(a,r) zaprt krog v D in naj f' nima nobene nicle na
dD(a,r). Naj bosta N in P zaporedno stevilo nicel in polov za f znotraj D(a,r), pri éemer nicle
in pole Stejemo z veckratnostjo. Tedaj je

1 LGP
o yﬁ o dz=N =P

oD (a,r)

Opomba: ¢e f v D nima polov, potem po predpostavkah trditve velja

1o e,
s P g =

dD(a,r)

Dokaz. Naj bodo ay, ..., in B, ..., B zaporedoma vse razlicne nicle in vsi razliéni poli znotraj D(a,r).
Teh je kon¢no, kar sledi iz posledice [[.36] Naj bodo my,...,my in ny,...,n; zaporedoma veckratnosti
zgornjih nicel in polov. Za vsak z € D(a,r) velja

f)=GEF—-a)™ . (z—ap)™ - (z=0F1) ™™ .- (2= B) ™ - g(2),
pri ¢emer je g funkcija brez polov in nic¢el v D(a,r). Imamo

f'z) _ ma my, n mo 9z

f(z)  z—a m+z—ak_z—51_m =0 g(z)

Uporabimo Cauchyjev izrek in dobimo

1 !
RO
211 Jop(a,ry f(2)
—L(m ind(aq) + ... + mg ind, (o) — ny ind(B1) — ... — nyind (6))+Ly§ gl(z)dz—
= 9 1 ~(oa k vk 1 ~(P1 1 ~+ (b1 o ) D) g(Z) =
=mi+.+mp—ni—...—ny =N —"P.
Zadnji ¢len je enak ni¢, saj funkcija ¢'(z)/g(z) nima polov na D(a,r). O

Naj bo D odprta mnozica in f holomorfna funkcija na D. Izberemo o € D in izra¢unamo 8 = f(«).
a resi enacbo f(z) = B natanko tedaj, ko je a nicla funkcije g(z) = f(2) — 8.

Izrek 1.46. Naj bo f holomorfna funkcija na odprti mnoZici D in naj bo f(a) = B za nek a € D.
Naj bo a nicla reda n funkcije g(z) = f(z) — B. Tedaj obstajata taka odprta kroga D(a,d) C D
in D(B,¢€), da ima za vsak w € D'(B,¢) enacba f(z) = w natanko n razlicnih resitev v krogu
D(a,9).

Dokaz. Dokaz smo izpustili. Naj bo § > 0 tako majhen, da je f holomorfna na okolici D(a,§). Oglejmo
si sklenjeno pot « : f +— f(a+de't) za t € [0,2n]. Ker so ni¢le nekonstantne holomorfne funkcije izolirane,
lahko brez skode za splosnost privzamemo, da je o v D(«,d) edina nicla za funkcijo z — f(z) — 8 (sicer

po potrebi krog zmanjsamo). Naj bo w blizu 5. Potem iz neenacbe

[f(2) —wl=f(2) =B+ B —w| > [f(z) = B

—|f—w| >0

sledi, da funkcija z — f(2) — 8 nima nicel na 9D(«,d). (Funkcija z — |f(2) — B| je namre¢ pozitivna
in zvezna na dD(«,d), zato doseze pozitivni minimum. Ce izberemo w € D(S,|f(z) — B]), je torej
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|f(2) —w| > 0.) Naj bo N (w) stevilo resitev enacbe f(z) = w in podobno N(3) stevilo resitev enache
f(z) = B. Znotraj D(«,d) je

L L (f)—w) 1 [ f'(z)

27 o f(2)—w T 27 Jopias f(z) —w

N(w)

dz = ind, (w),

kjer je v pozitivno orientiran rob diska D(a,d). Podobno dobimo N(3) = ind.(8). Naj bo € > 0 tako
majhen, da krog D(S,¢) lezi v isti komponenti C \ v* kot 8. Ker je indeks na kompaktih od C \ ~*
konstanten, dobimo N () = ind,(8) = ind,(w) = N(w). To pomeni, da ima za vsak w € D(f3,¢) enacba
f(2) = w totno n resitev. Dokazati moramo de, da so te resitve razlicne. Ce je zp ena od resitev enache
f(z) = w, potem je f(2) —w = (2 — 20)*g(2). Tezava so veckratne nicle funkcije z — f(z) —w. Ker je
(f(z) —w) = f'(2), lahko krog D(«,d) Se dodatno zmanjsamo, da funkcija f’ na tem krogu potencialno
niclo le v a. Zato funkcija f vsako vrednost w € D'(3,¢) zavzame v krogu D(a,d) v n razliénih tockah.
O
Opomba: z = 0 je za funkcijo f(z) = 2" n-kratna nicla. Tocka 0 je m-kratna nicla enacbe 2" = 0.
Enacba z" = a ima za o # 0 na 9D(0, |a|) natanko n razlicnih nicel. Enacba z" = 1 ima na enotski
kroznici n razliénih nicel, imenovanih koreni enote.

Definicija 1.28. Preslikava f : U — C je odprta, ¢e je f(V) odprta mnozica v C za vsako odprto
mnozico V C U.

Ugotovimo lahko naslednje:
e funkcija f je zvezna natanko tedaj, ko je f~1(V) odprta v C za vsako odprto mnozico V C C;
e funkcija f je odprta natanko tedaj, ko je f(V) odprta v C za vsako odprto mnozico V C U;

Ce je f bijekcija, velja, da je f zvezna natanko tedaj ko je f~' odprta, in da je f~! zvezna natanko tedaj,
ko je f odprta. To povzamemo kot:

o funkciji f in f~! sta obe zvezni natanko tedaj, ko sta obe odprti.

Izrek 1.47 (izrek o odprti preslikavi). Naj bo f : D — C nekonstantna holomorfna funkcija na
odprti mnozici D. Tedaj je f odprta preslikava.

Dokaz. Naj bo V C D odprta podmnozica. Dokazati moramo, da je f(V) odprta v C. Naj bo b € f(V).
Tedaj obstaja tak a € V, da je f(a) = b. Definirajmo g(z) = f(z) — b. Ker ima g niclo v a, obstajata
D(a,0) € V in D(b,e) C C, da ima enacba f(z) = w za vsak w € D(b,e) n razlicnih resitev znotraj
D(a, ). V posebnem primeru za vsak w € D’(b,e) obstaja z € D(a,d), da je f(z) = w. Sledi D(b,e) C
f(D(a,d)) C f(V). Ker je za nek € > 0 in za vsak b € f(V) D(b,e) C f(V), je po definiciji f(V) odprta
in zato tudi f. O

Posledica 1.48. Naj bo f taka holomorfna funkcija, definirana na okolici tocke o, da f'(a) # 0.
Potem obstaja taka odprta okolica U tocke «, da je preslikava f : U — f(U) bijektivna, njena
inverzna preslikava £~ pa tudi holomorfna.

Dokaz. Dokazimo, da obstaja odprta okolica U, na kateri je funkcija injektivna. Ker je f/ # 0, je f
nekonstantna na nekem odprtem krogu okrog «. Oglejmo si funkcijo g : f — f(a). Velja g(a) = 0 in
g’ (a) = f'(a) # 0, zato je a enostavna nicla. To pomeni, da po izreku obstajata 0, > 0, da ima za
vsak w € D'(f(«),€) enacba f(z) = w natanko eno resitev znotraj D(«, §). Torej ima enacba f(z1) = f(22)
natanko eno resitev za 21,22 € D(«, ), iz Cesar sledi, da je f : D(a,0) — C injektivna. S tem smo nasli
odprto okolico U = D(a, d) tocke «, na kateri je f injektivna, zato je f : U — f(U) bijekcija. Ker je f
nekonstantna, je f(U) odprta mnozica in f : U — f(U) odprta ter holomorfna, in zato je f~!: U — f(U)
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zvezna. Po potrebi lahko zmanjsamo okolico U, da je f/(z) # 0 za vsak z € U. Dokazati moramo Se, da za
-1 -1
vsak wg € f(U) obstaja limita limy,_,,, {— 2=/ (o)

w—wo

. Upostevamo f(z) = w ter f(z9) = wp in dobimo:
o T w) 7 )

w—wo

. Z— 20
= lim
w — Wy

1
(2) = f(z0)  f'(20)
Ker odvod f ni enak ni¢, ta limita obstaja, zato je f~* tudi holomorfna.

1.16 Princip maksima in minima

Trditev 1.49 (princip maksima in minima). Naj bo f nekonstantna holomorfna funkcija na od-
prti mnozici D. Tedaj |f| ne zavzame maksimuma na D, minimum pa zavzame le v niclah funk-
cige f.

Dokaz.

1. Maksima: recimo, da |f| doseze maksimum M v tocki zg € D, torej je |f(z0)| = M in |f(2)| < M
za vsak z € D. Ker je f nekonstantna, je odprta preslikava, zato je f(D

|
) odprta mnozica in
f(D(z0,7)) C f(D). Pri dokazu si pomagajmo s sliko Naj bo D(f(z0), p) krog, ki lezi v celoti

P S
7 T - - _‘f(‘D)
/ \\
\ / \
\ y \
. \ f P \
’ \ Pre \
1 \ - \
, D(z,7) v S F(D(z0,7)) \
Il o \ / o _ \
/ e S \ ‘/ g . .
\ g N \
/ e wy 3 y
/ y \ p . fZ)\ \
/ / \ \ \ / r—> 0/ \
| . ! \ A ( )
| ! z I e \ lf y
\ 0 y ’ \ J (Wo g | /
| Y ; / ! \ . /
\ \ y ! N - ’ /
\ N - | ! ~ o /
| S ! 1 SU—— /
| \ \ ' 4
\ 7/
\ \ .
\ \ R 4
N 1 \\
~
o + D N
- p
N L~ -
A /
N /
\

Slika 1.8: Grafi¢ni prikaz dokaza principa maksima in minima.
znotraj f(D(zo,7)).

Premica skozi izhodisée in tocko f(zp) seka kroznico dD(f(29),p) (na sliki
oznaceno z modro barvo) v dveh tockah. Naj bo f(wg) bolj oddaljena od izhodis¢a. Tedaj je
| f(wo)| > |f(20)], kar pa je protislovije.

2. Minima: ogledali si bomo funkcijo |—]10| Ce f nima nicle v D, potem obstaja ‘]10|. Ce |f| doseze
minimum v D, potem ‘71| doseze maksimum, kar pa se po principu maksima ne more zgoditi.

O
Posledica 1.50. Ce je f nekonstantna holomorfna funkcija, definirana na odprti okolici kompak-
tne mnozice K C C, potem |f||K doseze maksimum v robnih tockah, minimum pa v robnih tockah
ali niclah funkcije f.

Dokaz. Uporabimo princip maksima in minima.
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Opomba: Ce je f : D(a,7) — C zvezna in f : D(a,r) — C holomorfna, in ¢e |f| doseze maksimum
in minimum ter je nekonstantna, potem minimum in maksimum nista dosezena v notranjosti, ampak na
dD(a,r).

7

Lema 1.51 (Schwarzeva lema). Naj bo f : D(0,1) — D(0,1) taka holomorfna funkcija, da je
f(0) = 0. Tedaj velja naslednje:
i) |f(2)] < |z| za vsak z € D(0,1);
i) [1/0)] < 1,
iit) ce je |f(2)| = |z| za nek z € D'(0,1) ali |f'(0)] = 1, potem obstaja tako Stevilo o € C, da je
o] =1 in f(z) = az za vsak z € D(0,1).

\.

Dokaz.

i) Naj bo f(z) = ag + a1z + az2? + ... Laurentov razvoj za f na D’(0,1). Ker je f(0) = 0, je ag = 0.

Definirajmo novo funkcijo g(z) = f(zz), g:D'(0,1) = C. Tocka 0 je izolirana singularnost funkcije g

in g(z) = a1 + azz + ... je Laurentov razvoj za g na D’(0,1). Ker je a_, = 0 za vse n € N, je tocka

0 odpravljiva singularnost za g in g : D(0,1) — C je holomorfna funkcija. Velja g(0) = f'(0) = a;.

NajboO<r < 1linze€ D'(0,r). Imamo
£ (2)]

_ e — )
o = lo()] < malo(a)] = max 2

<

S|

Vrednost zgornjega izraza limitira proti 1, ko gre r proti 1. Ker to velja za vsak z € D(0,1), je

If(2)] < [2]-
ii) Velja
(0= 1 FE=00 = 1y £,
Torej je

70— tim O <1

z—0 |Z|
po prejsnji tocki.

iii) Recimo, da je |f(2)| = |2| za nek z € D’(0,1) ali [f(0)] = 1. Sledi |g(z)| = 1 za nek z € D'(0,1)
ali |g(0)] = 1. Funkcija g slika iz D(0,1) v D(0,1). Ker |g| doseze maksimum v D(0,1), mora
biti po principu maksima in minima konstanta. Lahko zapiSsemo % = « za vsak z € D(0,1) ali
ekvivalentno f(z) = az. Ker velja % =1,je|a]=1.

O

1.17 Biholomorfne preslikave diska

Poiskali bomo vse bijektivne holomorfne funkcije f : D(0,1) — D(0, 1), katerih inverzi so tudi holomorfni.

Definicija 1.29. Ce ima holomorfna bijektivna preslikava holomorfen inverz, ji pravimo biholo-
morfna preslikava.

Za o € D(0,1) definirajmo

Opazimo f,(a) = 0, saj izraz v imenovalcu ni enak ni¢ (Ja| < 1). Funkcija f,(2) je definirana, ¢e 1 —az # 0
ali z # % Sledi f : C\{%} — C. Kerje |of < 1je \%I > 1, zato je funkcija f zagotovo definirana na
celotnem zaprtem enotskem krogu f : D(0,1) — C.
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Trditev 1.52. Velja:
1. fo(0D(0,1)) = 9D(0,1),
2. fa(D(0,1)) = D(0,1),

8. fa:D(0,1) = D(0,1) je bijekcija z inverzom f_.

Dokaz. Najprej dokazimo nekoliko §ibkejsi trditvi: f,(0D(0,1)) C 9D(0,1) in f,(D(0,1)) C D(0,1).

1. Naj bo |z| = 1. Imamo

Z— Z— Z— Z—

1—a/z

Z—

|fa(2)| =

- = 2= =1l =1

1—az 1—az 1—az Z—

Pri tem smo upostevali, da je Z=1/z. S tem smo pokazali, da je f,(0D(0,1)) C 9D(0,1).

2. Naj bo |z| < 1. Ce je |fa(2)] > |a|, potem |f.| doseze svoj maksimum v notranjosti D(0,1). Po
principu maksima, bi morala biti f konstantna. Ker je fa(a) =0in |f(z)| =1 za z € 9D(0,1), to
ni mozno. Sledi |f,(2)] < 1. S tem smo pokazali, da je f,(D(0,1)) C D(0,1).

3. Za preslikavo f_, veljata obe zgornji tocki, saj je | — a| < 1. Torej f_,(0D(0,1)) € 0D(0,1) in
f-o(D(0,1)) € D(0,1). Velja

(oo foa)) = fo (250} o T _ 2ta—a—jaPe _ 1-faP
“oaTe “N\1l+az l-af2  l1+az-az—|af? 1—|af?
in B

Tltaz==  1-_aztazt|a? C1+lalz

1-az

R e e

1—az

Torej je f_q levi in desni inverz fo: fo o fea = foa 0 fo = Id5(0,1)~
Sedaj lahko dokazemo Se enakost pri prvih dveh tockah. Velja
9D(0,1) = fa(f-a(9D(0,1))) C fa(9D(0,1)) € 0D(0,1)

D(O’ 1) = fa(f—a(D(071))) - fa(D(O’ 1)) - D(Oa 1)

Ker smo z neenakostmi prisli do iste mnozice, morajo povsod veljati enakosti. Sledi

£a(0D(0,1)) = dD(0,1) in  fa(D(0,1)) = D(0,1).

Izrek 1.53. Vsaka bijektivna holomorfna preslikava f : D(0,1) — D(0,1) je oblike

f(2) = wfa(2),

za nek |lw| =1 in o € D(0,1).

Opomba: alternativno lahko to zapisemo kot

Dokaz. Lo¢imo dva primera.

1. f(0) =0.
Po Schwarzevi lemi (1.51) je |f(2)] < |z| za vsak z € D(0,1). Dokazali bomo, da |f(z)| = |z| za
vse z € D'(0,1), za kar zadostuje, da dokazemo, da to velja za eno samo stevilo z iz D’(0,1). Ker
je f : D(0,1) — D(0,1) bijektivna in holomorfna, je tudi f~! : D(0,1) — D(0,1) bijektivna in
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holomorfnaﬂ Po Schwarzevi lemi za f~1 je | f~1(2)| < |2| za vsak z € D(0,1). Velja z = f(f~1(2)),
zato je

|2l = [F(F DI 1f(2)] < 2l
Sledi |f~1(2)| = |f(2)| = |z|. Po Schwarzevi lemi je f(z) = az za nek |a|] = 1 za vse z € D(0,1):

O 0]

2. Splogen primer, f(0) = 8 za nek 8 € D'(0,1).
Vzemimo g = fzo f : D(0,1) — D(0,1), ki je holomorfna bijekcija in velja g(0) = 0. Po prvem
primeru obstaja tak |a| =1, da je g(z) = az za vsak z € D(0,1). Imamo (fzo f)(z) = az in

az— (3 z+af

T — Baz - al +Baz of-as(2).

£(2) = f5M(a2) = f-s(az)

Opomba: Dokazati moramo Se, da je za holomorfno bijekcijo f : D(0,1) — D(0,1) tudi njen inverz
holomorfna bijekcija. Zadostuje pokazati, da f/(z) # 0 za vsak z € D(0,1). Naj bo a € D(0,1), 8 = f(«)
in g(z) = f(2) — B. Tocka « je enostavna nicla funkcije g(z). Ker je ¢'(a) = f'(a) # 0, je kratnost nicle
a enaka n = 1. Tedaj poobstajata D(a,6) in D(B,¢), da ima za vsak w € D'(8,¢) enacha f(z) = w
natanko n = 1 resitev na D(«,d). Ker ima posledi¢no enacba f(z1) = f(z2) enoli¢no resitev v D(a, d), je
f injektivna. Po posledici velja, da je f~' holomorfna z odvodom

1.18 Ulomljnene linearne preslikave

e Y

Definicija 1.30. Ulomljena linearna preslikava ali Mébiusova transformacija je preslikava oblike

az+b

f(Z)Zm,

za a,b,c,d € C.

\. J

Podajmo nekaj ocitnih lastnosti. Ce a # 0 in ac # bd, potem je fg nicla za f. Ce ¢ # 0 in ac # bd,
potem je f% pol stopnje ena za f. Funkcija f je definirana povsod na C razen mogoce v eni tocki (v polu).
Lahko pa definiramo

F(-9) = w s =2,

¢e c,a# 0. Ce pac=0ina# 0, potem pa je f(oco) = o0, e c=01in a = 0, je f(oo) = g. Na tak nacin
lahko razsirimo funkcijo na f : C — C. Preslikavi priredimo matriko

e

in preslikavo s pripadajo¢o matriko A oznacimo z f4.

Lema 1.54.
fap = fao fB.

LGlej opombo na koncu dokaza.
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Dokaz. Naj bosta
A:{a b] in B:{e f].

c d g h
Velja
ez+f
N o 62+f _agz+h+b_
(e fa)(e) = faldne) = fa (E1) = 220
gz+h
_aez+af +bgz+bh  (ae+bg)z + (af +bh) _
cez+cf +dgz+dh  (ce+dg)z+ (cf +dh) ©
za 5
__|ae+bg af +bh| _
o [ce—i—dg cf—l—dh] =AB.
O
[ Posledica 1.55. Ce je A obrnljiva, potem je f;l = fyq-1.
Dokaz.
fao fa1=faar=fr=2=1d,
fa-rofa=faa=fr=2z=1d
O
[ Trditev 1.56. f4 je konstanta natanko tedaj, ko je det A = ad — be = 0.
Dokaz. (<= ) Ce det A # 0, potem je A obrnljiva in zato f4 ni konstantna.
(= ) Naj bo ad = be. Lo¢imo §tiri primere.
Ce ¢ # 0 in d # 0, lahko pisemo 7 = 7. Imamo
f(2) = az+b gz42 _ bzt 5d b z4 4 b
cz+d + ¢ 2 S d Z+% o d
Ce ¢ # 0 in d = 0, mora biti b = 0. Dobimo:
az+0 a
1(z) = cz4+0 ¢
Ce ¢ =0 in d # 0, mora biti a = 0. Dobimo:
0z+b b
1) = 0z+d d
Ce ¢ =0 in d = 0, potem funkcija sploh ni nikjer definirana. O

Glede na izbiro stevil a, b, ¢, d imamo §tiri glavne tipe preslikav:
i)a=1,¢=0,d=1: f(2) = 2z + b (translacija);
i) b=0,¢=0,d=1, a>0: f(z) = az (razteg ali homotetija);

)
iii) b=0,c=0,d=1, |a| =1, a = €¥: f(z) = az (rotacija ali vrtez za kot ¢);
iv) a=0,b=1,c=1,d=0: f(z) =L (inverzija).
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Opomba: ¢e a # 0, potem je f(z) = az kompozitum ii) in iii):

PRLN la|z LN e |alz.

Trditev 1.57. Vsaka ulomljena linearna transformacija z nenicelno determinanto se da izraziti
kot kompozitum preslikav tipa i), ii), iii) in ).

Dokaz. Lo¢imo tri primere.
Loe=0,d#0: f(z) =252 =424 &
i), i) a i) a b
PR s

2.d=0,c#0: f(z)=9tb—a b,

cz

z — — + -
z cz cz
3. c£0,d#0: f(z)=2f = a4 ool
i), iii i iv 1 i), iii) b —ad/c i)y b—ad
PLUELR )CZl—)>CZ+dI—)> A, 1) a/c’_)> a/c_'_g.

cz+d cz+d cz+d

Lema 1.58. Vsaka premica in krozZnica se da zapisati kot
alz|* + Bz + Bz +v =0,

kjer sta a,y € R in B € C ter velja |8 > ay. Ce a # 0, potem je krivulja kroznica, sicer je
premica.

\.

Dokaz. Dokazujemo v obe smeri za vsak tip krivulje posebe;j.

e Dana je kroznica |z — a| = r za r > 0. Imamo
r?=|z—al*=(z —a)(z — a),
|2|> =@z —az + |a|* —r* = 0.

Dobimo a = 1, 8 = —a in 7y = |a|? — 2. Preveriti moramo ge, ¢e je |3]? > a~:

87—y == = (laf =) =1 >0
e Naj bo a # 0 in naj velja a|z|? + Bz + Bz + v = 0. Nekoliko preuredimo, da dobimo

|z|2+%+%+1=0

)

«
_ 2
(2) (D)5
« « «
oziroma )
2 _
‘z+é S e
« «

|8|2 —ya
«

To pa je ravno kroznica s polmerom in sredisem v —f/a.
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e Dana je premica, ki gre skozi tocki z1 # 2z9: 2 — 21 = (29 — 21); t € R. Velja

¢ z—21 zZ—
Zo—21 T3 —F

Uvedemo novo spremenljivko w = Z3 — Zz7. Dobimo

zZ—21 zZ—7Z1

—_— )

w w
ZW — 21W = ZW — 21 W,
izw —izyw — iwz + iwz; =0,
z(iw) + Z(iw) + (—2z1iw — ziw) = 0.
Velja 8 = iw, a =0 in v = —ziw — z1iw = —2Im (izyw). Imamo ge |B]? — ay = [iw|* = [w|? > 0.

e Najboa=0in z =2z +iy. Imamo
(z+iy)B + (z —iy)B+v =0,

z(B+B)+y(if —if) +v =0,
2zRe B+ 2yIm g+~ =0,

kar predstavlja premico.

Izrek 1.59. Vsaka ulomljena linearna transformacija slika kroznice in premice v kroznice in pre-
mice.

Dokaz. Ker je vsaka ulomljena linearna preslikava kompozitum preslikav i), ii), iii) in iv), je dovolj pokazati,
da vsaka od njih ohranja druzino premic in kroznic. Ocitno premiki, raztegi in rotacije slikajo kroznice

v kroznice in premice v premice, zato bomo dokazali le, da inverzija ohranja druzino. Naj bo f(z) = %
Velja _

— o

a|z|2+ﬁz~|—ﬂ2+'yzoi>—2+é+g+’720,
2| z Z

kar je ekvivalentno izrazu B

a+ Bz+Bz+4lz> =0.
Dobili smo o =7, 8/ = in ¢/ = a. Velja |#'|?> — /v = |B]? — ya > 0. O

Opomba: ce je v = 0 inverzija slika premice in kroznice v premice, sicer slika premice in kroznice v
kroznice. Tukaj lahko interaktivno raziskujes Mobiusove transformacije.

Mobiusove transformacije so grupa za kompozicijo, saj ima vsak element inverz in mnozica vseh trans-
formacij je zaprta za kompozicijo. Ta grupa ima celo posebno ime: projektivna (splogna) linearna grupa
PGL(2,C) ali samo Mobiusova grupa. Vsako matriko A, ki predstavlja neko Mobiusovo transformacijo
lahko pomnozimo s poljubnim nenic¢elnim skalarjem (kompleksnim Stevilom), pri tem pa se nam sama
transformacija pri spremeni. Zato je vsaka taka transformacija ekvivalenc¢ni razred splosne linearne grupe
GL3(C) (obrnljivih matrik 2 x 2) za mnozenje s skalarjem. To zapisemo kot PGL(2,C) = GL(2,C)/Z(2,C).
Ker lahko matriko A pomnozimo s takim Stevilom, da je njena determinanta enaka 1, sama transformacija
pa se ne spremeni, so Mébiusove transformacije pravzaprav tudi posebna projektivna grupa PSL(2,C).
Izkaze pa se, da je Mobiusova grupa tudi tridimenzionalna kompleksna Liejeva grupa.

Izrek 1.60. Naj bodo z1, 22,235 € C razliéne tocke ter wy, we, w3 € C tudi razlicne tocke. Tedaj
obstaja natanko ena ulomljena linearna preslikava f : C — C, za katero velja f(z1) = w1, f(22) =
way i f(z3) = ws.
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Dokaz. Naj bodo wy =0, wy = 1 in w3 = co. Poiséimo f : C — C, da bo veljalo f(z1) =0, f(22) =11in
f(2z3) = oo. Preprosto — taka preslikava je

Z—Z1 % — 23

fz) =

Z— 2320 — 21

Ce je slucajno ena od njih neskonéno, dobimo naslednje resitve:

H=oo:  f(z) =222
zZ — Z3
zZ— 2z

m=oo: f(z)=2"2L,
zZ— Z3
zZ— 2z

zz=00: f(2)= .
zZ9 — 21

V splosnem vemo, da obstajata taki enoli¢ni transformaciji f,g : C — C, da je f(z1) = g(wy) = 0,
f(z2) = g(wz) = 1in f(z23) = g(w3) = co. Najbo h =g ltof:C — C. To je ulomljena linearna
preslikava, saj je inverz vsake ulomljene preslikave tudi ulomljena preslikava in kompozitum dveh le-teh
tudi. Velja

h(zs) = g~ (f(23)) = g~ (00) = w3,
kar je nasa iskana preslikava. Dokazimo Se, da je h enolicno dolocen. Naj obstaja Se neka preslikava
hy : C — C, za katero veljajo iste lastnosti. Tedaj velja goh = go hy in

(goh)(z1) = (gohi)(z1) =0,

(goh)(z2) = (gohi)(22) =1,
(goh)(z3) = (gohi)(zz) = oc.

Po prvem delu dokaza je goh =gohy = f, torej h=h; =g~ 'o f. O
Zgled 1.18. Dana je transformacija
fe) =1
=1
Dolo¢imo f(0D(0,1)). Dolo¢imo lahko
-1 1
=[]
ki ima determinanto —2. Ker je f nekonstantna ulomljena linearna preslikava, je f(9D(0,1)) bodisi
premica bodisi kroznica. Ker je f(—1) = oo, je to premica. Velja f(1) = 0in f(i) = —i, zato je to premica

Re z = 0. Ce kroznico 0D(0,1) orientiramo pozitivno, je njena notranjost na levi strani tangentnega
vektorja. Preslikana premica je zato orientirana navzdol, torej se notranjost kroga preslika v polravnino
[

Re z > 0 (na sliki [1.9[ osenceno). Velja f(e™/6) = —i\/7 — 44/3.

Zgled 1.19. Pois¢imo ulomljeno linearno preslikavo, ki preslika D1 na Ds, kjer je
Dy ={z€C; Rez,Imz>0}

in
Dy={z€C; Imz>0,|z| <1}
Rob obmocja D; je sestavljen iz dveh poltrakov: pozitivne realne in pozitivne imaginarne osi. Pri izbiri
preslikave imamo nekoliko proste roke, zato si situacijo poenostavimo kolikor se le da. Slikajmo zgornji del
imaginarne osi na daljico [—1, 1], desni del realne osi pa na zgornjo polovico enotske kroznice. Orientirajmo
obe osi od izhodis¢a navzven. Pois¢imo preslikavo, ki slika 0 +— 1, i — 0 in oo — —1. Taka preslikava, ki
ustreza tem pogojem je .
i—z

1) =
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Slika 1.9: Prikaz, kako funkcija f(z) = %I_i slika enotsko kroznico.

ki je pravzaprav precej poznana preslikava, imenovana Cayleyjeva transformacija. Nastala daljica je ori-
entirana v levo smer, zato bo obmo¢je Dy nad to daljico (desno od tangentnega vektorja). Vsa teorija
ulomljenih linearnih transformacij nam ze zagotavlja, da se bo drugi poltrak slikal na zgornjo polkroznico
— gre skozi tocko 0 in je pravokoten na imaginarno os, torej bo slika sla skozi tocko 1 in bo pravokotna
na realno os. Moznosti bi bili dve: bodisi je slika zgornja polovica enotskega kroga ali pa je slika poltrak
Re z =1, Im 2z > 0. Ker pa bi se v slednjem primeru sliki realne in imaginarne osi drugic¢ sekali v
neskonénosti, to ne mora biti res, saj nasa preslikava slika tocko neskonéno v —1. Sledi, da se pozitivni
del realne osi res slika v zgornjo polovico enotske kroznice, orientirane pozitivno. To preverimo z ra¢unom
f(1) =1i. Obmoc¢je D, je levo od orientirane realne osi, torej bo tudi levo od pozitivno orientirane kroznice
— znotraj nje. Slika obmocja D; je torej nad realno osjo in znotraj enotske kroznice, kar je ravno Ds.
Prikaz transformacije je na sliki

Im Im

f

-1 1 Re -1 1 Re

! !
Slika 1.10: Prikaz preslikave obmod¢ja Re z,Im z > 0 s transformacijo f(z) = ;—j

1.19 Homotopija in konformna ekvivalenca enostavno povezanih
obmocij

Definicija 1.31. Naj bo D obmogje in 749,71 : [0,1] — D zvezni poti. Homotopija med 7o in 1
je zvezna preslikava F' : [0,1] x [0,1] — D, da velja F(t,0) = ~o(¢) in F(¢,1) = 71 (t) za vsak
t € [0,1].

Homotopija med 7g in 1 je zvezna deformacija med ~q in 1. Ce za krivulji 4o in 7, obstaja homotopija
v obmoc¢ju D, retemo, da sta krivulji homotopni v obmocju D. Pretezno nas bodo zanimale homotopne
sklenjene poti.

Zgled 1.20. Pois¢imo homotopijo med 9D(0,1) in dD(0,2). Parametriziramo dD(0,1) in dD(0,2) in
vzamemo linearno kombinacijo med njima: F(t,s) = (1 + s)e*™ za s € [0,1] in ¢ € [0, 1]. Podobno lahko
naredimo homotopijo med enotsko kroznico in izhodiséem: F(t,s) = (1 — s)e?™.

Ce nam obmocje D dopusca, je najlazja homotopija kar linearna kombinacija med ~; in 7s: F(t,s) =
sy (D) + (1~ s)o(t).
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Trditev 1.61. Ce sta vy in v, homotopni sklenjeni krivulji v obmocju D, potem je ind., (z) =
ind,, (2) za vsak z € C\ D.

Posledica 1.62. Ce sta vy in v, homotopni sklenjeni krivulji v obmoéju D, potem je

(2)dz= [ f(2)dz

Yo 1

za vsako holomorfno funkcijo f: D — C.

\.

Dokaz. Definirajmo 7 := y9 U~ . Po trditvi velja
ind, (z) = ind~, (2) — ind,, (2)

za vsak z € D. Po Cauchyjevem izreku dobimo

O:/Vf(z)dz:/VOf(z)dz—[hf(z)dz.

O
Izrek 1.63. Za obmocje D € C so naslednje trditve ekvivalentne:
1. MnoZica C\ D je povezana.
2. Vsaka sklenjena pot v D je homotopna konstantni poti (tocki).
3. Za vsako sklenjeno poty v D je ind,(z) =0 za vsak z € C\ D.
Dokaz. Dokaz presega ta predmet. Najde se ga v u¢beniku od Magajne. O

Opomba: obmodje, ki zados¢a katerikoli (in hkrati vsem) od zgornjih trditev se imenuje enostavno
povezano obmodcje. Vemo ze, da ¢e je D enostavno povezano, velja

(2)dz= [ f(2)dz,

71 Y2

kjer je f : D — C holomorfna in 77 ter 7o sta poti med z; in z5. Posledica tega je, da je Stokesov izrek
definiran samo na enostavno povezanih obmocjih.

Zgled 1.21. Obmocji D(0,1) in |Re z| < 1 sta enostavno povezani. Za drugo obmodje ta trditev morda
ni popolnoma ocitna, saj je na videz obmocéje |Re z| > 1 sestavljeno iz dveh delov in zato ni povezano s
potmi. Vendar pa dva dela lahko povezemo skozi tocko neskonéno.

Izrek 1.64 (Riemannov upodobitveni izrek). Vsako enostavno povezano obmodcje D # C je biho-
lomorfno/konformno ekvivalentno D(0,1).

Dokaz. Dokaz in pravzaprav tudi izrek presega ta predmet. O
Opomba: v zgornjem izreku je poseben pogoj, da D # 0. Ce bi obstajala biholomorfna preslikava s

kompleksne ravnine v enotski disk, bi morala biti omejena in zato po Liouvilleovemu izreku konstantna.
Ce pa je konstantna, pa ni biholomorfna.
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1.20 Eulerjeva I' funkcija

e )

Definicija 1.32. Na polravnini Re z > 0 definiramo Fulerjevo I' funkcijo s predpisom:

I'(z) ::/ t*~tetdt.
0

Izrek 1.65. Naj bo D odprta mnoZica in (fn)nen zaporedje holomorfnih funkcij na D, ki konver-
girajo enakomerno po kompaktnih podmnozicah v D proti f. Tedaj je f holomorfna.

. J

Dokaz. Naj bow € D in E(z,r) € D tak zaprt krog, da je w € D(z,r). Tak krog lahko vedno najdemo,
saj je D odprta mnozica. Ce dokazemo, da velja

fw) = 1©)

27 Jopm £ 2

dg,

potem bo po Cauchyjevi formuli funkcija f holomorfna na D(z,r). Ker so f, holomorfne, velja
1 fnl&
Falw) = — 55 fa(8) d
2mi D (z,r) € -z

Sedaj posljemo n proti oo in dobimo

Flw) = = 1O 4

27 Jopay E— 2

I3

Funkcija f je zvezna na D, saj je enakomerna limita po kompaktih zaprtih zveznih funkeij. Ker je konver-
genca enakomerna, smo lahko zamenjali vrstni red limite in integrala. O

Opomba: ce zaporedje f, konvergira proti f po tockah in so f, zvezne, potem f ni nujno zvezna.
Primer je zaporedje fy, : [0,1] — [0,1], fn(z) = 2™. Vsi ¢leni zaporedja so zvezni in po tockah konvergirajo

k funkciji
0, ze€l0,1);
xTr) =
ki pa ni zvezna.
[ Izrek 1.66. Funkcija T' je holomorfna za vse z, kjer je Re z > 0. ]

Dokaz. Dokaz bomo samo skicirali. Najprej definiramo funkcijsko zaporedje

n
F,(2) z/ t*"tet dt.
1/n
Najprej dokazemo, da so F,, holomorfne. To naredimo s pomocjo teorije integralov s parametrom, ki smo
se je ucili pri Matematiki ITI. Nato dokazemo, da zaporedje F;, konvergira po kompaktih enakomerno proti
I' na Re z > 0. Na koncu pa uporabimo prejsnji izrek. O

S pomogjo integriranja po delih lahko za Re > 0 dokazemo zvezo
D(z+1) = 2T'(2).

Ta formula nam na smiseln na¢in omogoci, da funkcijo I' razsirimo na celotno kompleksno ravnino razen na
premice Re z = —k za k € Ny. Ker vemo, da je I'(1) = 1, ugotovimo, da na realni osi velja I'(n) = (n —1)!.

Izkaze se celo Se veé. To funkcijo lahko na smiseln nac¢in razsirimo na celotno kompleksno ravnino razen
na vsa nepozitivna cela stevila, kjer nastanejo poli prve stopnje. Funkcija 1(#) pa je cela. Prikaz absolutne
vrednosti I' funkcije je na sliki [[.11] '
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T(2)l

Slika 1.11: Absolutna vrednost Eulerjeve I' funkcije za kompleksna §tevila v blizini nicle.
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Poglavje 2

Harmonicne funkcije

Definicija 2.1. Naj bo D C R" odprta mnozica. Dvakrat zvezno odvedljiva funkcija v : D — R
je harmonicna, Ce je
AU = Up, gy + oo + Uy, z, = 0.

To lahko drugace zapisemo tudi kot

2 2 2
0°u  0%u ﬂ:(},

Au=—5+—5+..
" 8x%+8x§+ +8x%

A je diferencialni operator, imenovan Laplaceov operator ali Laplacian. V fiziki ga pogosteje oznatujemo

kot V2.

Zgled 2.1. Pois¢imo vse harmoni¢ne funkcije na R. Imamo Au = 0, torej u” = 0, ki ima resitve
u(z)=Cx+DzaC,D eR.

Definicija 2.2. Naj bo D C R” odprta mnozica in n € N, n > 1. Funkcija u : D — R je radialno

simetricna, ¢e velja u(x) = f(|x]), kjer je |x| = \/z% + ... + 22.

Zgled 2.2. Pois¢imo vse radialno simetri¢ne harmoniéne funkcije v u : R™ \ {0} — R. Naj velja

) = £(x0) = (/a3 bt ) = 100

kjer smo oznacili r = \/2% + ... + 2. Ker mora veljati Au = 0, si poglejmo parcialne odvode te funkcije:

ou N
GTj =f (7”)7],
2 / 2
O P s P P = i+ L0 ( - x) ~
J
Dobimo ,
Au= f"(r)+ (n— 1)f£T) =0.

Uvedemo g = f’, s ¢imer dobimo separabilno diferencialno enacbo:

oy n—1
o) =-""2g0r)
s splosno resitvijo
D
9(r) = 5



Matematika IV HARMONICNE FUNKCIJE

To e enkrat integriramo, pri ¢emer lo¢imo dva primera. Ce je n = 2, dobimo
f(r)=Dn|r|+ E,

sicer pa
D

fr)= 5 +F,

za neki konstanti D, E € R. Po navadi uvedemo posebne konstante:

u(x) = o In |x]|
in “ 2
x
" (2 —n)wy,’
kjer je P
2™
“ T Tn/2)

razmerje med povrsino n-sfere in (n — 1)-vo potenco njenega polmera. Zgornjim funkcijam se rece tudi
Newtonovi potenciali.

2.1 Harmoniéne funkcije v R?

Harmonicne funkcije na odprtih podmnozicah imajo povezavo s holomorfnimi funkcijami. Naj bo f: U —
C holomorfna funkcija za neko odprto mnozico U C C. Naj bo f = u + iv, kjer je u = Re f in v = Im f.
Ker je f holomorfna, sta u in v parcialno odvedljiva:

I = ug +iv, = vy — iuy,.

Odvod holomorfne funkcije pa je tudi holomorfna funkcija, zato lahko s pomocjo indukcije pokazemo, da sta
u in v neskonc¢nokrat parcialno odvedljiva v vseh vrstnih redih  in y. Velja Au = gy +Uyy = Vyp —Vgy =0
in podobno Av = 0.

Trditev 2.1. Realni in imaginarni del holomorfne funkcije f : U — C sta harmoniéni funk-
cifi. Na enostavno povezanih obmodjih je vsaka harmoniéna funkcija realni del neke holomorfne
funkcije f.

Dokaz. Najbo U enostavno povezano obmoéje v R? in v : U — R harmonié¢na funkcija. Iséemo v : U — R,
da je f := u+iv holomorfna. Taksna funkcija v se imenuje harmonicna konjugiranka. Vemo, da zadostuje,
¢e je v diferenciabilen ter velja u, = v, in u, = —v,. Vpeljemo M = —u, in N = u, ter si oglejmo
F : U — R? s predpisom

F(.L“,y) = (M(a:,y),N(x,y)) = (—uy(x,y),uw(aj,y)).

Ker je My = —uyy = ugzz = N; in ker je U enostavno povezano obmocje, je polje F potencialno. To
pomeni, da obstaja v € C!, da je F = Vv oziroma (—uy, u;) = (v, vy). Sledi u, = vy in u, = —v,, kar pa
je ravno Cauchy-Riemannov sistem ena¢b. Iz C! sledi, da je funkcija v diferenciabilna. O

Opomba: Naj bo v : U — R harmoni¢na ter U C R? odprta, a ne nujno enostavno povezana.
Za poljubno tocko a € U lahko najdemo krog D(a,r) C U. Ker je ta krog enostavno povezan in je
u : D(a,7) — R harmoni¢na, obstaja taka harmoni¢na funkcija v : D(a,r) — R, da je f = u + iv
holomorfna na D(a,r). Torej ta problem lahko lokalno resimo, globalno pa samo, ¢e imamo enostavno
povezano obmocje.

Posledica 2.2. Vsaka harmonicna funkcija v : U — R, kjer je U C R? odprta mnoZica, je
razreda C*° (neskonénokrat zvezno odvedljiva).
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Dokaz. Vzemimo a € U in D(a,r) C U. Na D(a,r) obstaja harmoni¢na konjugiranka v, da je f = u+iv :
D(a,r) — C holomorfna. Sledi, da sta u,v € C*. O

s a

Izrek 2.3 (izrek o povprecni vrednosti). Naj bo U C R? odprta mnoZica in najbou : U — R
harmonicna funkcija. Naj bo D(a,r) C U. Tedaj velja

1 2w .
u(a) = %/0 u(a + re'?) dep.

\

Dokaz. Naj bo R > r takSen, da bo D(a,r) C D(a,R) C U. Funkcija u je harmoni¢na na D(a, R), torej
obstaja taka holomorfna funkcija f na D(a, R), da je u‘D(a R) = Re f. Ker je krog enostavno povezana

mnozica, lahko uporabimo Cauchyjevo formulo:

2 i 2
fla) = ! 55 1) d¢ = ! Jlatre?) 9o)irei“” dyp = L fla+re?)dp =
D(a,r)

- 2mi E—a > 27 ), reie 27 Jo

1 2m

: 2m
= — u(a + rel?) dp + L/ v(a + re'?) dp,
2 0 2T 0

kjer sta v = Re f in v = Im f realni funkciji. Sledi

u(a) = Re f(a) = ! /0 7Tu(a—i—rei“") de.

T on
O
Opomba: velja tudi obratno: ¢e funkcija zadoSca lastnosti povpreéne vrednosti, je harmoni¢na. Tega

ne bomo dokazovali, saj je dokaz predolg. Ker pravkar dokazana trditev velja v obe smeri, lahko recemo,
da lastnost povprec¢ne vrednosti karakterizira harmoni¢ne funkcije.

Izrek 2.4 (princip maksima in minima ). Nekonstantna harmonicna funkcija u na obmodcju

D C R? ne more doseci ne maksimuma ne minimuma znotraj D. Na kompaktni mnoZici K
lahko zvezna funkcija, ki je harmonicna znotraj K, doseZe maksimum in minimum samo na robu
mnozice K.

Opomba: zakaj moramo imeti obmocje? Ce obmocje ne bi bilo zahteva, bi lahko imeli mnozico,
sestavljeno iz dveh nepovezanih odprtih komponent, pri ¢emer bi bila vrednost funkcije na eni enaka 1 in na
drugi enaka 0. Ta funkcija bi bila zvezna, harmoni¢na in nekonstantna, vendar bi dosegla maksimum povsod
znotraj prve komponente in minimum povsod znotraj druge komponente. To pa je ravno v nasprotju z
zgornjim izrekom.

Dokaz. Dokazali bomo le princip makisma, saj princip minima sledi iz principa maksima za funkcijo —u.
Predpostavimo, da u doseze maksimum M v tocki a € D. Definirajmo U = {z € D; u(z) = M}. Ker je
tocka a zagotovo v U, ta mnozica ni prazna (U # @). Velja

U=u({M}) =u  (R\{M}E) = (™ R\ {M}))E.

Mnozica R\ {M} je odprta, zato je njena praslika tudi odprta, njen komplement pa je zaprt. Torej je
mnozica U zaprta. Sedaj bomo dokazali se, da je U tudi odprta. Izberimo a € U in tak 7 > 0, da je
D(a,r) C D. Po izreku o povprecni vrednosti velja

1

T o

u(a) /027r u(a + re'?) de.

Vrednost u(a) pa lahko zapisemo tudi kot
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Ta dva izraza odstejemo in dobimo

/0 ! (u(a) — u(a+re®)) dp = 0.

Oznacimo integrand z v(p). Ker je u(a) = M maksimum funkcije u na mnozici D, je v nenegativna in
zvezna ter velja f027r v(p) dp = 0, torej je v(p) = 0 za vsak € [0,27]. Sledi M = u(a) = u(a+re'?) za vsak
¢ €[0,27]. Naj bo R > 0 tak, da je D(a, R) C D. Za vsak 0 < p < R je po prejénjem argumentu funkcija
u konstantna na kroznici 0D(a, p). Ker velja D(a, R) = {a} U U<,z 0D(a,p), je u = M na D(a, R),
torej za vsako tocko a € U obstaja taka okolica, ki je v celoti vsebovana v U. Po definiciji odprtosti je U
odprta. Ker je U hkrati zaprta in odprta in ni prazna, mora veljati U = D, saj je D povezana. Ker pa je
u = M na celotnem obmoc¢ju D, je konstantna, kar pa je v nasprotju s predpostavkami izreka. Trditev o
kompaktih sledi direktno iz tega, da u ne doseze maksimuma ali minimuma v notranjosti mnozice K. [

2.2 Poissonova formula in Poissonovo jedro

g Y

Definicija 2.3. Naj bo D zaprtje neke odprte mnozice D C R2. Is¢emo zvezno funkcijo u : D —
R za katero velja:

. u| p Je harmonicna,

° u| op = 9 za neko vnaprej podano zvezno funkcijo g.
Tej nalogi recemo Dirichletov problem.

Pois¢imo resitev za Dirichletov problem za D(0, 1). Is¢emo torej tako zvezno funkcijo u : D(0,1) — R,

za katero bo u ap(o,1) = 9> ker je g neka podana zvezna funkcija, in Au|D(0’1) =0.

e D

Definicija 2.4. Poissonovo jedro je

1—r2
Pl)=—""——
©) 1—2rcosf + r2
za e Rin0<r<l1.
Velja
1—72 > .
- - - .In| in6
PT(9>_ ‘177"6i6|27’”2x’ € .

Ce pisemo z = rel?, dobimo

1—|z? 1+z 1+z
Pf) = — 1" = = .
0= =re (755) =R (73)

Trditev 2.5. Poissonovo jedro je zvezna funkcija, za katero veljajo naslednje lastnosti:
i) P.>0;
1) P.(0) = P.(—0) in P, je 21 periodiéna;
iii) za 0 < § <60 < velja P.(0) > P, (0);
iv) lim, ~; P.(0) = oo;
v) za vsak § > 0 je lim, ~; P.(0) = 0 enakomerno za 0 < § < |0] < x.

\. J

Dokaz. Najprej pokazimo, da je P,.(f) zvezna. To ne bi bilo res, ¢e bi veljalo 1 — 27 cos @ + 2 = 0. To se
lahko zgodi samo v primeru cosd = 1 in r = 1, kar pa se ne more zgoditi, ker je r < 1.

i) Veljal—72>0in1—2rcosd +r% >0, zato je P.(6) > 0.
ii) Ker je cos(6) = cos(—0), sledi P,.(0) = P.(—0).
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iii) Ceje0<6<0<m,jecosh <cosdinl—2rcosd+r2<1—2rcosd+r2 Sledi P.(0) < P.(9).

iv)
1—1r2 1
lim P, (0) = lim ——— — lim ——
r 1 r11—=2r4+7r2 s 11—1

v) Fiksirajmo 6 > 0. Velja

lim P,(8) = lim L 0
- = 11 = =
r 1 r,11—2rcosd +r2  2—2cosd

Naj bo zdaj m > |8] > § > 0. Po tocki iii) sledi 0 < P.(f) < P,.(6). Naj bo £ > 0. Tedaj obstaja
ro < 1, da je P.(§) < € za vsak r, za katerega je ro < r < 1. Ker je 0 < P.(f) < P.(§) < € za
ro < r < 1, limitira lim, ~ P.() = 0 enakomerno za ¢ < || < 7.

O

=

Izrek 2.6 (Poissonova formula). Za vsako funkcijo u : D(0,1) — R, ki je zvezna na D(0,1) in
harmonicéna na D(0,1), velja

27

u(rel?) = % a Po(0 — p)u(e?) db.

Opomba: imejmo Dirichletov problem na D(0,1) z robnim pogojem g. Po Poissonovi formuli velja

) =g [ g () do
u(re'?) = — e .
2 Jo  1—2rcos(f — ) 29

Pri tem tiho preskakujemo med kompleksnimi stevili in tockami v R2. Velja rel¥ = a + ib «— (a, b).

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je u harmoniéna na neki odprti okolici mnozice D(0,1). Tedaj obstaja
holomorfna funkcija f, definirana na tej odpri okolici, da je u = Re f. Naj bo z € D(0,1). Po Cauchyjevi

formuli velja 1 £(6) 1 f(&) d¢
1) =55 51|§s|_1 e—2 % 2n y|§5|—1 18 ¢

To smo lahko naredili, saj je £ = 1. Ker je |z| < 1, je funkcija & lffg)g holomorfna na odprti okolici
mnozice D(0,1) (pozor: to je malo drugac¢na funkcija kot prej). Po Cauchyjevem izreku velja

jel=11—2¢
Poglejmo si naslednje:

o L)% _ b 1-0-z)de_ 1 Oz .
o 5_1f(£)(1_zg 1)g m;ﬁﬁf@) T %iyﬁg_ll_%dg 0.

Zdruzimo to in prejsSnjo enakost:

1 1 1 d¢
£ = o |£|_1f<£)<1§2+125—1)£

1 5)1—sz+1—5z—(1—52—5£+|£|2|Z|2)$
271 Jig)=1 (1—€2)(1 —z¢) 3
1.2
L Loy &

2w Sl 11— ZP 3
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Pisimo z = re'? in & = €'?. Dobimo

. I 1—r% el I 1—r?
Py — 10 —_— % d9 = i de
fre?) 27 /0 1) [1 — rei@=9)|2 ¢if 21 Jo I )1 — 2rcos(0 — ) + 12

S tem smo dokazali izrek, ¢e je u harmoni¢na na neki odprti okolici zaprtega enotskega kroga. V splosnem
primeru ni nujno tako. Naj bo p € (0,1) in definirajmo u,(z) = u(pz). Tedaj je u, harmoni¢na na odprti
okolici zaprtega enotskega diska. Po pravkar dokazanem velja

u,(rel?) = S /27r L u,(e?) do
r 2 )y 1—2rcos(0—p)+r2 "

za 0 <r < 1in @ € [0,27]. Ker je u zvezna na kompaktni mnozici D(0, 1), je tam enakomerno zvezna, bo
tudi limita lim,_,; u, konvergirala enakomerno. Dobimo

o) = e [ e @ a0
u(re'?) = — u(e .
2 Jo 1—2rcos(d — )+ 12
O
Posledica 2.7. Za Poissonovo jedro velja
1 2 1— 2
i / T g9=1
2 Jo 1—2rcosf + r?
Dokaz. Oznac¢imo integral z I. Ce je r = 0, je dokaz o¢iten. Predpostavimo r # 0. Velja:
1—7r2 (27 1 1—7? 2
[:_4r/ 0 1+2d9:4r ==
r cosf — =L r 1472
0 r ( 2r ) —1
B 1—1r2 B 1—1r2 _1—7"2_1
VA+r9)Z—(2r)2  V1i-2r2+r1 112 '
Pri tem smo uporabili rezultat iz zgleda O

Trditev 2.8 (vesitev Dirichletovega problema). Naj bo g : 0D(0,1) — R zvezna funkcija. Tedaj
obstaja natanko ena zvezna funkcija u : D(0,1) — R, da velja u|8D(O n=9 in Au=0 na D(0,1).

Dokaz. Dokazujemo enoli¢nost in eksistenco. Najprej bomo dokazali enolicnost. Recimo, da sta u; in
uy dve regitvi Dirichletovega problema. Naj bo u = u; — us. Velja, da je u : D(0,1) — R zvezna,
u|8D(071) =g—g=0in Au=0na D(0,1). Ker u doseze maksimum in minimum na zaprtem krogu in je u
harmonicna v notranjosti, po principu maksima in minima doseze maksimum in minimum na robu. Velja
u>0inu <0, zato je u =0 na D(0,1) in sledi u; = us. Za dokaz eksistence definirajmo u : D(0,1) — R
za z € OD(0,1) s predpisom u(z) = g(z) in za z = rel¥ € D(0,1) s predpisom

)= [ et () do
u(re'?) = — e .
2 Jo  1—2rcos(f — ) 29

Trdimo, da tako definiran u resi Dirichletov problem. Preveriti moramo naslednje tri lastnosti:

1) u|8D(0,1) = g. To drzi po konstrukeiji.
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2) Au = 0 na D(0,1). Da to dokazemo, zadostuje, da pokazemo, da je u realni del neke holomorfne
funkcije. Imamo

. 1 .
u(re) = o ; Pr(p—0)g(e”)do = o

1 [27 el prele 1 [l 42 .
=— | ————g(e¥)do=— . e'?) do.
2r Jo  elf — rewg( ) 27 /0 elf — zg( )

( ie)d&:

27 1 2 1 +T€i(¢—9)
0 1 ree-09\°

Funkcija f(z) = E,Zirz je holomorfna na odprtem krogu D(0,1), kar lahko dokazemo s pomocjo

razvoja v potencno vrsto. Zato je z — u(z) harmoni¢na na D(0, 1)

3) u je zvezna na D(0,1). Dokaz za ta del je daljsi od zgornjih dveh, zato ga spustimo.

2.3 Harmonicne funkcije v R"

Na R?\ {0} so radialno simetriéne harmoni¢ne funkcije vse funkcije oblike

za A, B € R ter [x| = \/(x,x) = \/2? + 23 + 22. Izberemo B =0 in A = — ;- in dobimo

1
4r|x|’

u(z) =

ki se imenuje fundamentalna resitev Laplaceove enacbe. Radialno simetricne harmoni¢ne funkcije glede na
tocko xq so oblike

A

a |x — x|

u(x) +B

za A, B € R in so harmoni¢ne na R\ {xo}.

Kratka ponovitev potrebnih zvez iz kompleksne analize

Naj bo D omejeno odprto obmoéje v R? (ali v splosnem v R™), katerega rob je odsekoma zvezno odvedljiv
in je orientiran v skladu z izbiro zunanje enotske normale. Taka definicija naj za D velja do konca tega
podpoglavja. Parametrizacija roba kot ploskve je (u,v) — r(u,v) pri ¢emer je (u,v) € A. V vigjih
dimenzijah ima parametrizacija roba ve¢ parametrov. Naj bo F zvezno odvedljivo vektorsko polje na
D = DUOD. Za skalarno funkcijo f : D — R definiramo gradient kot

e 1) = V1(0) = (G0, 5. 5 o).

Smiselno ga lahko posplosimo na ve¢ dimenzij kot

Vf:(af or . a’”)

dxy Dy’ Dy
Za vektorsko funkcijo F = (Fy, Fy, F3) definiramo divergenco kot

divF(r) =V -F(r) = %(r) + %};2(1‘) + %(r)

Tudi divergenco lahko po potrebi smiselno razsirimo na ve¢ dimenzij:

OF, oF,
= +

F=—4+...+—.
v (91‘1 ﬁxn
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Za integriranje po robovih obmodij velja Gaussov izrek:

%DF(r).dsz//Dv.F(r)dV

Pri tem je ploskovni integral definiran kot

%D P)-aS = ) F()nds - //AF(r(u,v))(@ y @) dudo = //AF(r(u,v)).ﬁ\/Wdudv.

ou Ov
Pri tem so ) )
or or . or Or
E = % s = % m F = % . %

Gaussov izrek za ve¢ dimenzij je zapisan identi¢no, le kratnost integralov je vecja:

;é'...y?m}?(r).ds:/.../Dv_F(r)dV
1 R

——

n—

Ker je taksen zapis precej nepriroc¢en, se tipicno za ve¢ kot tri dimenzije piSe samo en integralski znak
in se kratnost sklepa iz dimenzije. Gaussov izrek v dveh dimenzijah je ekvivalenten Greenovi formuli,
v eni dimenziji pa osnovnemu izreku analize. Integral po robu veé-dimenzionalnega obmocja je nekoliko
zahtevnejsi. Za opis roba n-dimenzionalnega obmocja potrebujemo n — 1 parametrov. Normalni vektor
lahko najdemo v vsaki tocki roba ob predpostavki, da je rob odsekoma zvezno odvedljiv. Odvodi parame-
trizacije po n — 1 parametrih v vsaki tocki napenjajo n — 1 dimenzionalni prostor, torej zagotovo obstaja,
nek vektor, ki je pravokoten na vse te. V treh dimenzijah se ga preprosto poisce z vektorskim produktom,
v ve¢ dimenzijah pa je ve¢ dela. Lahko se uporabi posploseni vektorski produkt:

V1,1 V1,2 V1,n
Vi X Vg X ... XVp_1= .
Un—1,1 Un—-12 “*° Un—1n

Tako bi integral po robu n-dimenzionalnega obmodja imel obliko (ob predpostavki da imamo primerno
vektorsko polje F : R™ — R™ in odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo roba D kot (w1, ..., u,—1) =

r(ug, .y tp_1): A — R", kjer je A CR"™1)

' ' Or or or
F-dS= | F(r(ui,uz,....oup_1)) | =— X — x ... duy dusg... du,—.
%@D d /A (r(ug, Uy ey Up—1)) <0u1 X 9us X ... X a’ltn1) wy dus... du,—q

Normalni odvod funkcije u v tocki r na ploskvi 0D je definiran kot

ou
%(r) = Vu(r) - n,

kjer je n enotski normalni vektor na ploskev dD. Temu se re¢e tudi smerni odvod, saj lahko odvajamo v
poljubni smeri a. Lahko ga oznac¢imo tudi d,. Da se ga posplositi tudi na ve¢ dimenzij. Naj bo D C R"™,
f:R" = R in n € R™ enotski normalni vektor na 0D. Tedaj je

df(r)
on

= (Vf)(r) m,

kar je po zapisu identi¢no tistemu v treh dimenzijah.

Zgled 2.3. Naj bory € R3. Izracunajmo normalni odvod funkcije u : r — h‘—;ql‘ol na sferi K (rg, R). Naj
bo r = (z,y,2) € 0K(ro, R). Velja
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Imamo
@(r):—l 2(x — xo) I
Ox 2 \/(x—:zig)2—|—(y—yo)2+(2—20)23 [r —ro3
Podobno dobimo
8u(r>__y—y0 - 8u(r)__z—20
Ay’ |r—ro3 2277 |r—rol?’
Skupaj pride
r—rTro r—rTro
v = — —
ul(r) |r —rol3 R3
Normalo na sfero dobimo tako, da implicitno odvajamo enacbo za sfero
(z —20)* + (Y — 90)* + (2 — 20)* = R®
najprej po x:
2@ — o) +2(2 — 20)2, =0 = 2z, = S
zZ— 20
in potem Se po y:
20y —yo) +2(z2—20)2y =0 = 2y = Y=
zZ— 20

Normala je

T— o Y= Yo 1) _r—10

= (10:2) % (0.1,5) = (20,5, 1) = (T2, 2220 ) - I200,

Vzamemo zunanjo enotsko normalo:

Smerni odvod danega polja na sferi je torej enak

ou . r—rp r—ry 1
%(r):Vu(r)n:— m R -

Ta rezultat bomo v nadaljevanju uporabljali kot lemo.

Izrek 2.9 (Greenove identitete). Za poljubni dvakrat zvezno odvedljivi funkciji u in v na zaprti
okolici obmocja D wveljajo naslednje trditve:

! #D andS /// (vAu + Vu - Vo) dV.

ou ov
=~ u—= = Au — ul :
%D(”é‘n “an> a5l =t
3) Za vsak ro € D velja

u(rg) = % ﬁé[) <|r——1ro|g_z(r) - u(r)%ﬁ) C4r // v —ro| ro|

Te tri trditve se imenugejo 1., 2. in 3. Greenova identiteta.

. J

2)

Zapis Greenovih identitet v poljubni dimenziji je identicen, le da je kratnost integralov in dimenzija
funkcij drugacéna. Pri 3. Greenovi identiteti je namesto 47 v splosnem w,, = 27"/2/T'(n/2).

Dokaz.
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1. Zapisemo smerni odvod po definiciji in uporabimo Gaussov izrek:

# va—udS v(Vu-n)dS = UVu-dS:// V-(vVu)dV:///(vAu—l—Vv-Vu)dV
op On oD oD D D

Zadnji korak je bil izracunan s pomocjo sledecega pomoznega racuna:

V- (vVu) = V- (Vg, Uiy, VU,) = Uglly + Vligy + Uyly + Vyy + Uy + 0., = vAu+ Vo - Vu.

2. Ta identiteta sledi neposredno iz prve, zamenjamo u in v ter odstejemo.

3. Uporabimo 2. Greenovo identiteto za v = |r — ro|~! za obmoéje D \ K(ro,d), kjer je § tako majhen,
da je K(rg,d) € D. Ko posljemo § — 0 dobimo iskano formulo. Paziti moramo, da je zunanja
normala krogle K(rg,d) enaka notranji normali obmoéja D \ K(rp,d). Oznaéimo Ks = K(rg,d). Po
2. Greenovi identiteti imamo

# (uav — U> ds = /// (uAv — vAu) dV = /// —vAu)d
a(D\K;) \ On D\K, D\Ks

Prvi ¢len smo v zadnjem koraku ¢rtali, saj je v harmoni¢éna na D \ Ky, zato je Av = 0. Ostane nam
Se Sest integralov, ki jih povezuje zveza

# u@f ou d5+# u@—’u% dS:f/// vAudV+/// vAudV.
61’1 8n 0K 8n 811 D K

Drugi integral na levi ima pozitiven predznak, ker smo zamenjali smer normale. Cleni, ki se ti¢ejo
obmocja D, so v Greenovi identiteti, ¢lene, ki se ticejo krogle K pa bomo izracunali v limiti § — 0.

Imamo
T 2w 5 1 ™ 2 5
/// vAudV = / / / —Aup®sinfdpde dd = / / / Aupsinfdpdedd.
Ks o Jo Jo P o Jo Jo

Ker je u zvezna na kompaktni mnozici, zagotovo doseze maksimum M. Tedaj velja

’///KévAug

Ko gre § proti 0, gre tudi vrednost integrala proti 0. Naslednji integral je

27r
# v—dS // fVu NV EG — F?2dpdd.
K5

2
/Mpsinﬁdpdgod@ = 27| M |52
0

on

Ker je u dvakrat zvezno odvedljiva funkcija, je njen odvod (gradient) na kompaktni mnozici omejen,
zato je tudi Vu - omejen in mu lahko pripiSemo maksimum M. Iz Matematike IIT vemo, da za sfero

velja VEG — F?2 = §%sinf. Velja

’# vdS’
8K on

kar gre proti 0, ko gre § proti 0. Sedaj bomo pokazali, da velja

ov
u—dS = u(r
#am n (ro)-

To bomo storili tako, da bomo ocenili naslednji izraz, pri ¢emer bomo uporabili rezultat zgleda

u—dS 4ru(rg) # dS 4ru(r
‘%K{; On 0) ‘ 0K 52 (ro))| =

‘ﬁgm )ds‘ ﬁém |u(r —ét;(ro))l ds.
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Ker je funkcija u zvezna na kompaktni mnozici, je enakomerno zvezna, zato obstaja tak d; > 0, da
je Ju(r) —u(ro)| < e za|r —rg| < d1. Naj bo 0 < d§; <. Tedaj velja

# Julr = ulro))l g %# £dS = dre.
oK 0 0% Woxs

Ta izraz pa gre proti 0, ko gre § proti 0, zato velja
v

(%I_I)I(l) . Yo dS = 4ru(ro).

Izracunane limite vstavimo v 2. Greenovo identiteto in dobimo 3. Greenovo identiteto.

Posledica 2.10. Za vsako harmoniéno funkcijo u na okolici D velja

ou
—dS =0.
oD (9n

0o o J O

Dokaz. Uporabimo 1. Greenovo identiteto za funkciji v in v = 1.

e D

Izrek 2.11 (izrek o povprecdju). Naj bo u harmonic¢na funkcija na obmocju D in naj bo rg € D.
Tedaj za vsak R > 0, za katerega je K(ro, R) C D, velja

1
u(rg) = o) #?Ic(ro,ﬁt) u(r)dsS.

Naj bo K"(rg, R) n-dimenzionalna krogla s srediséem v rg € R™ in polmerom R ter

o/
- I'(n/2)
Poljubno dimenzionalen izrek o povprecju se glasi:
1 .
u(rg) = o Rt 5121('”(“)‘1{) u(r) dV,

kjer je dV infinitezimalni kos¢ek n — 1 dimenzionalnega volumna roba n-krogle.

)
Wn

Dokaz. Uporabimo 3. Greenovo identiteto za K(rg, R):

1 1 ou 0 1 1 Au
u(rg) = — ————(r) —ulr) ——— dS——/// —dV.
o) = 2z %K<rO,R> (g r) 95~ 1 O )

Ker je u harmoniéna, je Au = 0 in zadnji integral odpade. Imamo

1 1 ou 1 o 1
u(ro) = - gfémm T S ds - ﬁgmm ) g ot S =

1 1 Ou 1 ad 1 1
= — ——(r)dS — — ulr) ————dS = —— # u(r)ds.
A7 I ok (vo,r) R On A7 JT ok (vo, R) On |r — ro] 4T R? JT oK (vo, R)
Pri izpeljavi smo uporabili rezultat zgleda in posledice O

Izrek 2.12 (princip maksima in minima). Nekonstantna harmoniéna funkcija na obmodcju D C
R™ ne more zavzeti niti maksimuma niti minimuma v D. Na kompakinih mnozicah K C D zve-
zna funkcija, ki je harmoniéna v notranjosti K, doseze maksimum in minimum na robu mnoZice
K.

Dokaz. Kot v R2. O
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2.4 Dirichletov problem in Greenova funkcija

Definicija 2.5 (Dirichletov problem). Naj bo D omejeno obmogje in v R3 z gladkim robom. Naj
bo f: 0D — R zvezna funkcija. I§¢emo tako zvezno funkcijo u : D — R, da velja:

i) u|aD =fin

ii) Au=0na D.

Resimo problem v posebnem primeru, ko je robna funkcija

_ 1
 Arfr — g

f(r)

za nek ro € D. Recimo, da je v(r,rg) resitev tega posebnega primera Dirichletovega problema za f kot
robni pogoj. Uporabimo 2. Greenovo identiteto za funkcijo v in katerokoli harmoni¢no funkcijo u:

ﬁgD (u(r) 61}(5:0) - 47T|r1— ro| 521(;)) s = ///D(UA“ —ulAv)dV = 0.

Smerni odvod deluje na funkcijo v v prvi spremenljivki. Obe funkciji v in v sta v notranjosti D harmoniéni,
zato je njun Laplacian enak ni¢. Uporabimo Se 3. Greenovo identiteto:

1 1 Ou(r) 0 1 B K 7 1
u(rg) = y= %D (|r "ol on u(r)a—n Tym r0|> ds = #éD u(r) n (v(r, ro) prr— r0|> ds.

Definicija 2.6. Funkcija

1

G(I‘,ro) = U(I’, I'Q) — m

se imenuje Greenova funkcija. Normalni odvod Greenove funkcije v prvi spremenljivki pa se ime-
nuje Poissonovo jedro za D.

Velja G:Dx D —Rin P = g—g : 0D x D — R. Poglejmo si nekaj lastnosti Greenove funkcije:
i) r— G(r,rg) + =|r — ro|~! je harmoniéna na D in zvezna na D;
ii) zar € 9D velja G(r,rg) = 0 za vsak rg € D.

Obstoj Greenove funkcije se prevede na reSevanje posebnega Dirichletovega problema in je zapleteno.
Dokazali bomo enoli¢nost.

Naj bosta G; in Gy Greenovi funkciji za obmocje D. Definirajmo G(r,rg) = G1(r,rg) — Ga(r,rp).

Velja
1 1
G(r,rg) = <G1(I‘,I‘0) + 47T|I‘—I‘0|> — (GZ(IHI'O) + 4ﬂ—r_rol) )

zato je G zvezna na D in harmoniéna na D. Nadalje velja G(r,ro) = 0 za r € dD. Po uporabi principa
maksima in minima za r — G(r,rg) je G(r,rg) = 0.

Zgled 2.4. Dolo¢imo Greenovo funkcijo za D = K(0,1). Izberemo ro € D \ {0}. Definiramo vektor
ry = ;TO‘Z To je tak vektor, da je ro-r; = 1, zato se imenuje zrcalna tocka tocke r( glede na sfero 9K(0, 1).

Preverimo, da je funkcija
1 1 1
G(r,rg) = — ( — )
dr \|rollr — r1] |r —ro]

Greenova funkcija za K(0, 1). Da to pokazemo, moramo preveriti, ali je G(r—ro)+ 4 |r—ro| ! harmoni¢na
na K(0,1) in ¢e je G(r,rg) = 0 za r € 9K(0, 1). Najprej preverimo poseben primer, ko je ro = 0:

1 1 1 1 1 1
Gro)=—=—(— )= (1- ).
=0 =1 4w<||ro|r—ro/|ro| |r|) 4w< |r|>
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Preverimo prvo tocko za sploSen primer:

R
4r|r —rg|  dmro| v —ry|

G(r,ro) +

Ta funkcija je harmoni¢na povsod, razen v tocki r1. Ker je |rg| < 1, je |r1| > 1, zato je ta Greenova
funkcija harmoni¢na povsod na /(0,1). Da preverimo, ali res velja G(r,rg) = 0 za vsak r € 9K(0, 1),
zadostuje pokazati, da je |ro||r — r1| = |r — ro|. Lazje bo primerjati kvadrate:

2

|r0|2|r — r1|2 = ||ro|r — = |r0|2|r|2 —2r-rg+1= |r0|2 —2r-rg+1,

To
[rol
v —ro|? =|ro|> —=2r-ro+ |r)> =|r[* — 2r-ro + 1.

Nadaljnji izracun pokaze, da je

_ 0G(r,rg) 1 1—|r]?
Pr,ro) = on  Am|r—rol3’

Greenove funkcije so nadvse uporabne pri reSevanju linearnih diferencialnih enac¢hb. Naj bo L linearen
diferencialen operator in f : R™ — R podana funkcija. Recimo, da is¢emo funkcijo y : R™ — R, ki zadosca
enachi

Ly(r) = f(r).
Najprej definirajmo Diracovo § funkcijo kot mero:
o(r—rg)=0zar#rg
in
f(r)é(r — I‘()) dV = f(I‘()).
]'R’H,

Ce uspemo najti tako funkcijo G, za katero velja
LG(r,rp) = 0(r — 1),

potem lahko y izrazimo kot
y(ro) = f(r)G(r,ro)dV.
Rll
Seveda mora Greenova funkcija zadoséati tudi robnim pogojem. V nagem primeru velja L = A (Laplacian),
ki da v splosnem Poissonovo enaébo (Ay = f), in Dirichletov robni pogoj (zvezno podane vrednosti na

robu obmocja). Z nekaj teorije mere se lahko pokaze, da velja

Lo d(r —ro).
v — ro|
Na nek nacin smo to povedali Ze zgoraj, le da smo se izognili tocki rg, kjer Laplaciana nismo znali
definirati. Ce temu dodamo katerokoli harmoni¢no funkcijo v, bo Laplacian $e vedno enak. Tako lahko
dobimo Greenovo funkcijo, ki ustreza Se robnim pogojem. Naj bo Au = f v notranjosti D in u = g na
robu D. Integral po volumnu s pomoc¢jo Greenovih identitet spremenimo v integral po robu in dobimo

(GAu(r) —u(r)d(r —rp))dV = '/D(G(M —udG)dV =

' ou oG oG

saj je G(r,rp) =0 zar € 9D. Tako dobimo splosno resitev Poissonove enacbe:

| 161G av = utw) = |

D

u(ro) :/Df(r)G(r.,r())dV—i—yg g(r)P(r,ro)dV,

D

63



Matematika IV HARMONICNE FUNKCIJE

kjer je g(r) : 9D — R Dirichletov robni pogoj. V primeru Laplaceove enac¢be in njenih harmonicnih resitev
je f=0. Za kroglo K™(0, R), n > 2, je Poissonovo jedro kar
RQ o |I'0|2

P — & ol
(v, 7o) wpR|r — rg|?’

kjer je rg € K"(0,R) in r € OK™(0,R). Poleg Dirichletovega obstaja tudi Neumannov robni pogoj, ki
vsaki tocki na robu predpise smerni odvod v smeri normale.

Poissonova enacba je zelo uporabna tudi v fiziki. Ce imamo na obmocju D gostoto elektriénih nabojev
p, potem dobimo elektriéni potencial kot resitev enacbe
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Poglavje 3

Fourierova transformacija

3.1 Uvod v metri¢ne prostore

Definicija 3.1. Naj bo f: R — R. Nosilec funkcije f je

supp f = {z € R; f(z) # 0}.

Zgled 3.1.

i) Ocitno je supp x(ap) = (a,b) = [a, b].

ii) Naj bo p polinom. Ce je p niceln, potem je supp p = @, sicer pa suppp = R \ {x1, z2, ..., z,} = R.

V tem poglavju nas bodo zanimale zvezne funkcije s kompaktnim nosilcem. Oznaéimo f € C.(R),
¢e je f zvezna in je supp f kompakten (veliki C oznacuje “continuous”, mali . pa “compact support”).
Spomnimo, kaj je to metrika.

Definicija 3.2. Metriéni prostor je urejen par (M, d), kjer je M mnozica, in d metrika na
mnozici M, t. j. funkcijad : M x M — R, ki zadoS¢a naslednjim Stirim aksiomom za vse
x,y,2 € M:

L. d(z,y) 2 0,

2. d(z,y) =0 < z =y,

3. d(z,y) = d(y, x) (simetri¢nost),

4. d(z,y) +d(y, z) > d(z, z) (trikotniska neenakost).
Metricni prostor je poln , ¢e ima vsako Cauchyjevo zaporedje v njem stekalis¢e. Zaporedje
x1,Ta,... v (M,d) je Cauchyjevo, Ce za vsak € > 0 obstaja tak N € N, da za vsa naravna Stevila
m,n > N velja d(z,,z,) < &.

Prostor C.(R) opremimo z metriko

di(f.g) = / (@) - g(z)|dm,

kjer sta f,g € C.(R). Integral zagotovo obstaja, saj sta f in g v resnici definirana samo na omejenih
mnozicah, torej zgornji posploSeni integral ni zares posplosen. Funkciji sta zvezni, zato sta integrabilni.
Pozor: ta integral ni ve¢ Riemannov, saj nas slednji preve¢ omejuje (na primer ne omogoca integrirati
funkcije xg). Namesto seStevanja navpi¢nih stolpcev se lahko integriranja lotimo tudi s seStevanjem Lebe-

sgueove mere po vodoravnih vrsticah torej integriramo po kodomeni, ne domeni. Tako dobimo Lebesgueov

integral, ki je bistveno bolj robusten in omogoca integriranje vseh Lebesgueovo merljivih funkcij. Za nase
potrebe je to samo formalnost, namre¢ vsak Riemannov integral, ki obstaja, je enak Lebesgueovem in-

tegralu. Ker se bomo ukvarjali pretezno z odsekoma zveznimi funkcijami, za prakti¢no uporabo zadosca
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Riemannov integral, zato bomo od tu naprej integrale pisali ko Riemannove (je pa potrebno, da se bralec
zaveda, da povsod v tem poglavju v ozadju v resnici lezi Lebesgueov integral). Za kaj veé bi se bilo po-
trebno poglobiti v teorijo mere. O¢itno je, da dy zados¢a vsem §tirim aksiomom za metriko, zato (C.(R), d;)
je metri¢ni prostor, vendar ni poln. Za protiprimer polnosti se omejimo na interval (—1, 1) in si poglejmo
naslednje zaporedje

nx; |z| <1/n,

fn=11 xze(l/n1],
—1; ze[-1,—1/n).

Za m < n lahko ocenimo

1/n 1/m n—-m 2 2 1 m 1 1

‘(rI,*HI,)ZI?‘d.’I,'#*Q/ l-mrldr=—%—+— - - —+ 5 =———.
m n m n m n

dy(fims fn) =2 /

Jo J1/n n

Za dovolj pozne m in n se ta vrednost priblizuje nicli, kar pomeni, da je zgornje funkcijsko zaporedje
Cauchyjevo. Dokazimo, da za Ve > 0 tocka (e,1) lezi na grafu limite zgornjega zaporedja. Preprosto
vzamemo tak ng, da je 1/ng < e. Grafi vseh funkcij f,, kjer je n > ng bodo vsebovali tocko (g,1), in
zato tudi limita. Podobno pokazemo, da limita vsebuje tocko (—e, —1). Edina funkcija, ki ustreza tem
pogojem, je Heavisideova funkcija:

1; x>0,
H(z)=4¢0; =0,
—1; z<0.

Ta funkcija pa ni zvezna, kar pomeni da prostor C.(—1,1) ni poln v metriki d;. Ta metrika se v resnici

porodi iz 1-norme:
o0

mngAU—mhz/ 1F(@) — g(a) da,

— 00

pri ¢emer sta f in g absolutno Lebesgueovo integrabilni funkciji. Velja tudi

Hﬂh=/mLﬂ@Mm

—0o0

V splosnem lahko za p > 1 definiramo p-normo kot
"0 1
. - X P
171l = (/ ,f(;z;)|pda:> ,
J —oo

0.9 =11 =gl = ([ 1760 - gt a )

—o0

iz cesar sledi p-metrika

1
P

pri cemer morajo seveda vsi Lebesgueovi integrali obstajati.  Poseben primer p-norme je co-norma ali
maksimum norma. Zanjo velja

[flloc = sup |f(2)].
zeR
Za metriko, ki izhaja iz te norme, velja

doo(f,9) = |If = glloc = sup|f(z) — g(z)|.
zER

Vpeljimo oznako f € Co(R), ¢e je f zvezna in lim || f(2) = 0. C.(R) je gost podprostor v Co(R) glede na
normo - Definirajmo nov metriéni prostor, ki ga bomo oznaéili z L'(R) na dva ekvivalentna nacina:

1. Vzemimo metriéni prostor (C.(R),d;). Ker ni poln, ga napolnimo z limitami vseh Cauchyjevih
zaporedij v C.(R) oziroma njihovimi ekvivalenénimi razredi glede na Lebesgueovo mero 0. Take
funkcije niso nujno zvezne, niti nimajo nujno kompaktnega nosilca, vsekakor pa niso to vse funkcije.
Tej napolnitvi re¢emo L' (R).
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2. L*(R) lahko definiramo tudi kot mnozico vseh ekvivalen¢nih razredov (glede na mero 0) Lebesgueovo
absolutno integrabilnih funkcij: f € L'(R) <= fR |f|dm < oco. Dve funkciji, ki se razlikujeta na
mnozici z Lebesgueovo mero ni¢, bosta imela enako normo in bosta ekvivalentni, zato moramo vzeti
samo ekvivalen¢ne razrede.

Iz vsake p-norme lahko definiramo LP metri¢ni prostor. Vzamemo mnozico vseh funkcij, katerih Lebesgueov
integral je

|f|Pdm < oo,
JR
in jo opremimo z metriko d,. Tako je prostor L? mnozica vseh s kvadratom integrabilnih funkcij, ki je
dualen samemu sebi in Se Hilbertov. Poseben primer je L>, ki je preprosto mnozica vseh omejenih funkcij.
Mnozica Cy(R) je podmnozica L>°(R). Podobno kot s funkcijami lahko sestavimo metri¢ne prostore za s
p-to potenco sumabilne vrste in normo d,, ki se oznacijo z .

3.2 Fourierova transformacija

Definicija 3.3. Definirajmo preslikavo * : L!(R) — Co(R) s predpisom

—L - x)e % da

Tej preslikavi recemo Fourierova transformacija. Lahko jo ozna¢imo tudi kot f = F(f). Funkeiji
f recemo Fourierova transformiranka funkcije f.

Opomba: ta funkcija obstaja, saj
(oo} . o0 X oo
| lr@etae= [ jf@lle#lae = [ (f@)]do < o
—o0 —00 —00
Zadnji neenacaj sledi iz tega, da je f razreda L'(R).

Zgled 3.2. Naj bo f = X[q,). PoiS€imo njeno Fourierovo transformiranko.

. 1 [ . 1 1 e o€ — ibg
_ —ix _ —iz€ _
= — e dex = — e dx = -
1) V2T /_Oo Xla:b] V2T /a V2T i€

Rezultat ni pretirano navdihujo¢, zato si poglejmo, kaj dobimo na simetri¢cnem intervalu a = —cin b = ¢

by 1 sin(c€)

Te funkcije ne znamo $e enkrat transformirati, saj ni razreda L*(R).

Zgled 3.3. Naj bo f = e~ 1#l. Pois¢imo njeno Fourierovo transformiranko.

JiG3) o [m flx)e T o 7006 x 5 /. e x

1 L N \/? 1

CV2r \1—i¢  14i)  Vrl4e2
Ta funkcija je razreda L'(R), vendar bi se zelo namuéili, ¢e bi zeleli direktno izracunati f . Ce malo
pocakamo, bomo naleteli na nekaj trditev, ki bi nam to zelo olajsale.
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\.

Trditev 3.1. Naj bo f € LY(R). Tedaj velja:

1) f je zvezna in

2) Zat € R definirajmo e;(z) = e**. Tedaj je

feu(&) = f(E—1).
3) Za a >0 definirajmo fig)(x) = f(ax). Tedaj je

fa(©) = 2 fe/a)
4) Zat € R definirajmo fi(z) = f(z —t). Tedaj je

Fu§) = e £().
5) Ce je xf(z) € L*(R), potem je f odvedljiva in velja
f(e) = —izf(©).

6) Ce je f zvezna in f' € LY(R), potem je

Dokaz.

1) Najprej dokazimo neenakost. Imamo

e”ﬁ§ T = T = 1 1.
FO1< o= [ @liesiar=—= [ 11@ldo = =]

Iz tega lahko pokazemo (samo kot opomba, ni del dokaza), da za funkcijsko zaporedje f,, z limito f
velja

£ = FOl = 1Fa = 1O < —=I1fa — Flh-

1

Torej iz konvergence v L' sledi konvergenca po tockah Fourierovih transformirank. Dokazimo se, da
je f zvezna.

|f(f + h) | < \/7/ | —iz(§+h) _ —1m£| do = \/7/ | —izh 1| der —
1
(z)||e” " — 1| dz + — / (z)|le” " — 1] dz.
\/27r/ V2T \w\>A

Dobili smo dva integrala, katera bomo ocenili navzgor z £/2 v limiti A — oo in A — 0. Drugi del je
enostavnejsi, saj je f € L*(R). To pomeni, da za vsak ¢ > 0 obstaja A > 0, da je

/ (@) de < EV2T
z|>A 4

Drugi del integranda lahko ocenimo z |e~'*" — 1| < 2, zato dobimo

z)|[e”h —1|dr < — z)|de < =-.
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Za prvi integral uporabimo dejstvo, da je funkcija x — e~ zvezna. Naj bo § > 0, tako da je

‘ —ixd _ | V27r.
~ 2l 1l

Ce je |zh| < A|h| < 6, potem je
27

< :
2[| £l

—ixzh _ 1|

To vstavimo v prvi integral:

21 £ 1 A
\/%/ 2||fH1d §Hf||1 [A|f($)|dx§

(z)||e” " — 1] dz <

[NCRNO)

I

Sledi R R I
\f(f+h)—f(f)|§§+§:5

Ta postopek deluje, ce || f||1 # 0. Ce pa ||f|| = 0, potem je f = 0 skoraj povsod glede na Lebesgueovo
mero. Fourierov integral je enak ni¢, saj integriramo skoraj povsod nicelno funkcijo, zato je f =0,
ki je zvezna. Naj Se enkrat poudarimo, da pri teh dokazih nekoliko goljufamo, saj se pretvarjamo,
da imamo Riemannove integrale, ¢eprav so v resnici Lebesgueovi.

Fee) = \/% [ @)t de = \/% [ @) "D e = fe—1).

Uvedemo novo spremenljivko y = za:

— 1 o ) 1 0 . 1 & : d 1.
fi)(€) = N /_OO fray(x)e ¢ da = Vo /_OO flax)e™ " dw = e /_OO f(y)e_lyf/ajy = af (2) :

Uvedemo novo spremenljivko y = x — ¢:

o~

fi©) = \%27 / ) e \/%T / fla=t)e e - %2? / e ey = 7 fe),

Tega dela ne bomo dokazovali, saj zahteva uporabo teorije mere. Ce pokazemo, da lahko odvod po
& premaknemo pod integral, lahko dokaz orisemo kot

o

wf(x)e” " do = —iz f(€).

/ 7—@5 __i
S \/ﬂ/ J(@)gge ™ de = =

Uporabimo per partes:

’ _L = "p)e i€ x:i T ﬂzﬁ
o == [ r@ear = —— e+

Da to res velja, moramo dokazati, da obstajata limiti lim, ,+., f(z), ¢e je f/ € L'(R), in da sta ti
limiti obe enaki 0. Dokazimo za = > 0, za < 0 je analogno. Uporabimo osnovni izrek analize:

/ F@)e = da = i€ f(€).

0= [ F@de ),
0
Ker je f' € LY(R), integral f | f'(x)| dx konvergira, zato tudi fo (z) dz konvergira, zato je

tim 1) =50+ [ 1

Limiti torej obstajata, ker pa je po predpostavki f € L'(R) (je absolutno integrabilna), morata biti
obe limiti enaki nié¢ (sicer integrala ne bi konvergirala).

69



Matematika IV FOURIEROVA TRANSFORMACIJA

Opomba: iz f' € L*(R) ne sledi f € L'(R).

Algebrai¢na struktura je neprazna mnozica, opremljena z eno ali ve¢ operacijami, ki izpolnjujejo
predpisane pogoje (aksiome). Same operacije so lahko poljubno abstraktne, zato si je lastnosti
vsake strukture najlazje predstavljati na podlagi najpreprostejSega predstavnika strukture. Ker
smo razlicne strukture omenjali posami¢no pri vsaki od Matematik 1, 2, 3 in 4, je tukaj kratek
nabor za lazje razumevanje tega poglavja.

e Grupa (M, x): mnozica M, opremljena z asociativno operacijo x, za katero obstaja
identiteta in za vsak element inverz. Primer je mnozica vseh obrnljivih matrik velikosti
n X n, opremljena z operacijo mnozenja med matrikami (rece se ji splosna linearna grupa,
GL(n,F)).

e Abelova grupa: komutativna grupa. Primer so realna stevila, opremljena z operacijo
seStevanja.

¢ Komutativen obseg (M, +,-): mnozica M, opremljena z dvema operacijama, imenova-
nima seStevanje (4) in mnozenje (+); ta mnozica mora biti Abelova grupa za sestevanje z
identi¢nim elementom 0; ta mnozica brez elementa 0 mora biti Abelova grupa za mnozenje
z identi¢nim elementom 1 # 0; mnozenje mora biti distributivno glede na sestevanje. Ope-
raciji sta lahko bolj abstraktni, vendar morata zadoScati navedenim aksiomom. Primer so
realna (tudi racionalna) Stevila z operacijama seStevanja in mnozenja.

e Vektorski prostor nad komutativnim obsegom F: mnozica V opremljena z operacijo
seStevanja in mnozenja s skalarjem. Elemente obsega F imenujemo skalarji, elemente pro-
stora V' pa vektorji. Vektorski prostor mora biti Abelova grupa za operacijo sestevanja,
veljati pa morajo Se Stirje aksiomi za mnozenje s skalarjem (a(bv) = (ab)v, Iv = v,
a(v+u) = av + au, (a + b)v = av + bv). Primer so n-terice realnih stevil (R™) nad ob-
segom realnih stevil (to so vektorji, kot si jih predstavlja fizik). Med drugim pa so vektorski
prostor tudi polinomi v kompleksnih stevilih, in celo mnozica {0}.

e Vektorski prostor s skalarnim produktom (V, (,+)): vektorski prostor V opremljen s
skalarnim produktom (-, ), ki mora biti konjugirano simetricen, linearen v prvem elementu
in pozitivno definiten. Vsak skalarni produkt inducira normo. Primer je vektorski prostor
C™ s standardnim skalarnim produktom.

e Algebra nad obsegom F (V,+,-): vektorski prostor V nad F opremljen z dodatno bi-
linearno operacijo - (“mnozenje”). Bilinearnost pomeni leva in desna asociativnost ter
(av) - (bu) = (ab)(v - u). Primer je vektorski prostor kvadratnih matrik R™*™ nad realnimi
Stevili opremljen z operacijo mnozenja matrik.

¢ Komutativna algebra: algebra, z komutativno operacijo mnozenja. Primer so komple-
ksna stevila kot vektorski prostor R? z operacijo kompleksnega mnozenja.

e Metriéni prostor (M, d): mnozica M opremljena z metriko d. Definicija je v tem po-
glavju. Primer je (C.(R),d).

e Normiran vektorski prostor (V, ): vektorski prostor, opremljen z normo. Norma je
taka preslikava, ki je nenegativna, pozitivna za vse nenicelne elemente, zanjo velja triko-
tniska neenakost in |lav| = |a|||v]]. Vsaka norma inducira metriko, zato je vsak normiran
prostor tudi metri¢ni. Primer je (L1, 1)

e Banachov prostor (V, ): normiran vektorski prostor, ki je v inducirani metriki poln.
Primer je (L!, 1)

e Hilbertov prostor: vektorski prostor s skalarnim produktom, ki je poln glede na metriko,
ki jo inducira skalarni produkt. Paradni primer je L?(R).

e Banachova algebra (V,+,:): algebra, ki je hkrati tudi Banachov prostor. Da je to res,
mora biti norma submultiplikativna glede na operacijo “mnozenja”. Primer je (L'(R), +, ),
kjer x oznacuje konvolucijo.

.
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3.3 Konvolucija

Definicija 3.4. Naj bosta f,g: R — C. Konvolucija je operacija, dana s predpisom

(f * 9@ / flz—t)g(t) at

Cesta f,g € L'(R), potem f g obstaja, saj integral konvergira absolutno. Ce sta f in g zvezni in ima
ena kompakten nosilec, potem f % g obstaja. Ce sta f,g € C.(R), potem je f x g € C.(R).

Trditev 3.2. Za f,g9,h € L*(R) in o, 8 € C velja
i) (af +Bg) x h = a(f «h)+ B(g*h),
i) fxg=gx*f,
i) fx(gxh) = (f xg)*h

Dokaz. Prvi dve enakosti sledita iz linearnosti in komutativnosti integrala, zadnjo pa je precej tezko do-
kazati in zahteva uporabo Fubinijevega izreka. O

Iz te trditve sledi, da je (L'(R), +, *) komutativna algebra (to je mnozica, opremljena z dvema notra-
njima (4, *) in eno zunanjo (mnozenje s skalarjem) operacijo, ki ustrezajo dolo¢enim zahtevam, omenjenih
pri Matematiki 2). Ce L'(R) opremimo z normo ||« ||;, dobimo normiran prostor, ker pa je ta se poln, se
imenuje Banachov prostor.

Trditev 3.3. Za f,g € L*(R) velja || f * gll1 < [|fll1llglli- Tej lastnosti reéemo submultiplikativ-
nost.

Ker je x submultiplikativna, je (L'(R), +, *) Banachova algebra. Opomba:
[fxg—fixqlli=f*g—f*xg+fxg—fixglr <
SWfxg—Fxali+1f 91— frx gl < [ fillallg — gulls + llgallallf = falls-

Od tod sledi zveznost mnozenja (f,g) — f * g. Ce imamo funkcijski zaporedji f,, in g,, z limitama f in g
v L}(R), potem po zgornji opombi velja, da ima funkcijska vrsta f,, * g, limito f * g v L}(R).

Trditev 3.4. Za f,g € L*(R) velja
f*xg=V2nfg.

Dokaz. Najprej dokazimo za funkciji f, g € C.(R). Tedaj je tudi f x g € C.(R):

/*\ * —izg — L Y _ —izg
[*g(&) = \/ﬂ/ (f = 9)( dz \/%/_Oo/_oof(m t)g(t) dte ¢ dz.

Funkcija (z,t) — f(z — t)g(t)e™*¢ ima kompakten nosilec, zato lahko uporabimo Fubinijev izrek in upo-
rabimo substitucijo z — t = y:

P = o= [ [ fa-ngettara=—= [ g [ e iorcayan-

- \/__ / _1t£ dt\/_2_7r /;oo f(y)e‘iyg dy - \/%fg

Naj bosta sedaj f,g € L'(R). Vemo, da obstajata taki zaporedji (fn)nen in (gn)nen, da lim, o0 fr = f
in lim,,_, o g, = g v metriki d;. Za vsak n € N velja

mn =V 27‘[‘]6”9;1.
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Ko posljemo n proti co dobimo

Txg=Vonfy.
Desna stran sledi iz neenakosti |h(€)| < \/%7||h|\1, leva stran pa iz iste neenakosti in zveznosti mnozenja
konvolucije. O

e ")

Trditev 3.5. Ce je f zvezno odvedljiva funkcija in integral
o0

|17 = llg)]a
—00

absolutno konvergenten na vsakem koncnem intervalu glede na x, potem smemo konvolucijo odva-
jati po x in velja

(fx9)(z)= /_Oo fl(x—t)g(t)dt.

Definicija 3.5. Funkcija f : R — R je gladka, ¢e je neskoncnokrat (zvezno) odvedljiva. Simbolno
zapisano f € C*(R) = 3™ ¥n € N.

. J

Opomba: ¢e je funkcija n-krat odvedljiva, je n — 1-krat zvezno odvedljiva. Ce je neskonénokrat odve-
dljiva, je torej neskonénokrat zvezno odvedljiva. Mnozica vseh gladkih nenicelnih funkcijah s kompaktnim
nosilcem se oznaéi z C2°(R). Solski primer take funkcije je

fa) = {exp (— 1—112) ;2 e (0,1), (3.1)

0; sicer.

Opomba: ce je f odvedljiva in f € C.(R), potem je nosilec za f tudi kompakten. Ce je f € C°, sledi
f™ € zavsen € N. Ceje f € CF(R), potem je (f * g)™ = £ x g za vsako naravno stevilo n < k.

Definicija 3.6. Schwarzev razred hitro padajocih funkcij .#(R) sestoji iz vseh C*°(R) funkcij, za
katere velja, da je predpis
z = f™)(z)z”

omejen za vse m,n € Ny.

Lema 3.6. ./ (R) C L'(R).

\. J

Dokaz. Naj bo f € .7 (R). Po predpostavki sta funkciji f in z — f(x)2z? omejeni, zato je tudi funkcija
x + f(z)- (1 + 2?) omejena. To pomeni, da obstaja tak M > 0, da je | f(z)(2? +1)| < M za vsak z € R
oziroma

M
f@)l s
Zato velja
/OO |f(x)|dx</oo M g = 7M < .
e ) 1422
O
[ Lema 3.7. C(R) C /(R). ]

Dokaz. Naj bo f € C°(R). Tedaj je tudi f(™) € C2(R) za vsak m € N. Torej obstaja tak a > 0, da je
f™(z) =0 za |z| > a. Funkcija = + f™)(x)2z™ je zvezna in Zivi na kompaktnem nosilcu, zato doseze
maksimum in je omejena. Ker je f € C*°(R), je tudi v #(R). O
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S podobnim argumentom kot zgoraj bi lahko argumentirali, da je . (R) C LP(R) za vsak 1 < p < 0.
Mnozice

r@={r: [ If@ra <o)

— 00

so vsi vektorski prostori. L?(R) je poseben, saj lahko na njem definiramo $e skalarni produkt
(o= [ s,

glede na katerega je L?(R) poln. To pomeni, da je (L?(R),(s,)) Hilbertov prostor. lzkaze se, da je
napolnitev C.(R) glede na metriko

do(f,9) = If = gll2 = \//oo |f(x) = g(z)|* d

izomorfna L?(R).
Zgled 3.4. f(z) = ¢ za ¢ > 0 je v .#(R) oziroma natanéneje f € C*(R) \ C°(R). To dokazemo z
indukcijo.

Na spodnjem diagramu so prikazani odnosi med obravnavanimi mnozicami funkcij. Znak Cp oznacuje

gosto podmnozico v p-metriki (to sicer ni standardna oznaka). Ce zraven ni Stevilke, potem je gosta v
vseh metrikah, ¢e ni vijuge, potem ni gosta. Diagram smo brez oznak gostosti narisali pri pouku, gostosti
sem dodal sam, tako da je lahko kaj pomanjkljivo ali narobe.

_U®
CX(R) S, #(R) ;X ;J ClR) 2 C(R)
o 0w S
(R) Co(R)

Trditev 3.8. Ngj bo f € L (R). Tedaj so naslednje funkcije tudi v . (R):
Z) ft:fo(x_t);
i) fia) s > f(ax) za a # 0;
i) f) za vsakn € N;
i) f-p, kjer je p polinom;
v) fx*g, éeje tudi g € L (R).

Dokaz.

i) Funkcija z — f(™) (2 —t)2™ je ekvivalentna funkciji v+ £ (u)(u+t)"™. To funkcijo lahko zapisemo
kot

n

£ ) (Z‘) witn .

i=0
Ker je vsak ¢len v vsoti omejen, je tudi vsota omejena.
ii) Funkcijo z +— f(™) (az)z™ lahko ekvivalentno zapisemo kot u +— £ (u)u™/a™, kar je omejena funk-
cija, pomnozena s konstanto. To pa je tudi omejeno.
iii) Funkcija o — f"+%)(2)2" je po predpostavki omejena.

iv) Velja

m

)™t =3 ()10 @ e,

. (3
=0

Vsak posamezen ¢len je po tocki i) omejen, zato je celotna vsota omejena.
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v) Ta del je bistveno tezje dokazati, zato dokaza ne obravnavamo.

Trditev 3.9. Ce je f € .Z(R), potem je tudi f € . (R).

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da je f € C>*(R), potem pa Se, da je £ +— gnf(m) (&) omejena za vse
m,n € N.

Najprej poglejmo, ali f(”’> obstajajo. Oznac¢imo s x : R — R identi¢no funkcijo x(z) = z. Ker je
X"f € Z(R), je tudi x"f € L*(R) za poljuben n € N. Po tocki v) trditve obstaja (" za vsak n € N.
Torej je funkcija gladka

Dokazimo Se omejenost. Po trditvi 5), velja

() = —ixf(€) = - / rf(x)e " da.

flo)==ixt©) = = [ of@
Da lahko to trditev uporabimo, mora veljati f € L'(R) in z ~— xf(x) € L'(R), kar oéitno res velja. Ce
uporabimo zgornjo formulo za funkcijo x + z f(x), dobimo

57 (

£ = (—)*x2f () =

—i)? /°c 9 ine
x* f(x)e ™ da.
5 | f(x)
Ker je f € Z(R), je tudi x"f € .#(R) za vse n € N, zato lahko to formulo uporabimo za poljubni odvod.
7 indukcijo dobimo

£(n) = (—i nnf . (_i)n - 2" f(x efi;r, b
Fe) = e = L [ an e+ dn

Ce m-krat uporabimo formulo 4) iz trditve [3.1} dobimo

—

Fm(€) =imem f(€),

ob predpostavki, da je f(™ zveznain f(™ e L! (R). V nasem primeru to velja, zato to ugotovitev uporabimo
skupaj s 5):

EmF(€) = € (=) () = (=) (=) ()™ ().

Ker je  +— (2" f(x))™ € .Z(R) c L*(R), je po trditvi 1) funkcija (x™f)(™) omejena. Torej je tudi
£m () (€) omejena, zato je f € .7(R). O

3.4 Inverzna Fourierova transformacija

Definicija 3.7. Ce je f € L*(R), lahko definiramo inverzno Fourierovo transformacijo kot

1 * iz
fa)=—o= [ Fodas

Trditev 3.10. Naj bo go : R — R podana s predpisom go(z) = e~ /2. Velja @ = go in
(90)ja) (§) = 2e=="/2%,

Opomba: tako definirani funkciji gg reéemo tudi Gaussovo jedro.
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Dokaz. Ce ze vemo, da je gy = go, potem je po 3)
2

go(&/a) = 290(5/61) = 2672572.

(G0 (©) = -

a

Poskusimo Fourierovo transformacijo funkcije go zapisati na malo druga¢en nacin z dopolnitvijo do kva-

drata: ) - ) -
go(§) = — e ®E dy = —/ e~ 3@ +2i28)” qp
90(5) \/ﬁ /_oo 90( ) m -
_ 1 /OO e e2ioe—e) -5 qe = L e /w - H@HE? gy
V2T J oo V2T o

Ker tega integrala ne znamo neposredno izracunati si pomagamo s kompleksno analizo. Integral lahko
zapiSemo tudi kot

A
I = lim e~ 3@+’ g
A— o0 —A

Integriramo funkcijo f(z) = e /2 po poti v = v1 Ure Uz U (kot kaze slika . Ker je f cela, torej

Im
[ G

3

o

> Re

—A 71 A

Slika 3.1: Pot, po kateri se integrira pri dokazu trditve

nima singularnosti, je

Ta integral je sestavljen iz stirih delov:

in Se dveh pokonénih odsekov

2 5 1 2\2 2 5 1 14\2
/ e=% /2 dz:/ e 2(AHD" gy, / e * /2 dz :/ e 2 (AFI” ¢
Y2 0 Y4 0

Velja
. 5 1 A t 2 . 1A2 E 1 1 .t A 2
lim / e 2(AH" Q4| = lim e 2 / e~z (IH/A)" 4l <
A— o0 0 A— oo 0
. 1 A2 £ 1 . 1A%
< lim e™? / e Zdt| = lim e 2 ¢ = 0.
A—o0 0 A—o0

Podobno dokazemo, da gre tudi integral po krivulji «4 proti 0, ko gre A proti co. Pokazali smo, da je
A

A
. _ a2 . _1 i£)2
lim e 2 dr= lim e~z HO” qq.
A— oo —A A— oo —A

(0]
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To pa re§imo s pomoéjo substitucije u = x2/2:
I= / e "2 dy = 2/ e "2 dy = \/5/ u2e™ du = V20(—1/2) = V2.
—o00 0 0

Sledi, da je
~ _e2 1
Go(§) =e* /QEVQW = go(§)-

V nadaljevanju se bomo ukvarjali s takimi funkcijami g € L'(R), za katere velja

/00 g(z)dz = 1.

— 00

Vpeljimo novo oznako g (z) = %g(x/d). Ker je g € L'(R) je

[ [ b5y [ e

torej je tudi gis) € L'(R) in velja e
/ gy (x)dr = 1.

Ce ima g kompakten nosilec [—A, A], potem ima 9(5) kompakten nosilec [—Ad, Ad]. Primer take funkcije

je g(z) = \/%e’zz/?

Trditev 3.11. Naj bo g € L' (R) taka funkcija, da je ffooo g(x)dz = 1.
i) Tedaj za vsako omejeno in zvezno funkcijo f : R — C wvelja, da limita lims\o f * g5y = f
konvergira enakomerno na vsakem koncénem intervalu.
i) Za f € L'(R) konvergira f x gy proti f v normi prostora L'(R), ko gre 6 \, 0.

Opomba: ker iz enakomerne konvergence sledi konvergenca po tockah, iz tocke i) sledi, da f * gs)
konvergira proti f po tockah.

Dokaz. 1) Ker je f omejena, oznacimo M = sup f(x). Vzemimo zaprt interval [a, b]. Ker je f zvezna na
[a, b], je tam enakomerno zvezna. To pomeni, da za vsak € > 0 obstaja n > 0, da je | f(z—t)— f(z)| <

_e .
STaTy 28 vsak t < 7. Imamo:

(F 906 |—\/ P — Dgia(t) dt — £(x)

‘/ flx—1t) g((;) t)dt — / f(z g((g) dt‘

f/_ £ — 1) — F(@)llges) (D] dt

:/|t< If(x—t)—f(x)||9(5)(t)|dt+/ (@ — 1) — £(2)]lges) (1)] dt

[t]>n

E
= 7/ l9(s) ()] dt +2M l9(s)(t)] dt
2llgllx Jiej<n It|>n

e 2M T
=5+ — ‘g = ‘da:
e  2M €
S5t lg(w)|du < =+ =
200 Jiusws 202

Ko posljemo 6 N\, 0 in ker velja g € L}(R), je lahko fIUI>n/5 |g(u)| du poljubno majhen, recimo manjsi
od 2=
M
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ii) Tega dela ne bomo dokazovali, ker je dokaz pretezek.

Posledica 3.12. Za vsako zvezno funkcijo [ z nosilcem v [a,b] in vsak € > 0 obstaja zaporedje

gladkih funkcij f,, z nosilci v intervalih [a — €,b + €|, ki enakomerno konvergirajo proti f

Dokaz. (Ideja) Uporabimo prejsnjo trditev za funkcijo ¢ € C°(R). Primer take funkcije bi bila
primerno raztegnjena in premaknjena funkcija (3.1). Z mnozenjem s konstanto lahko dosezemo, da je njen
integral po celi realni osi enak 1. |

Izrek 3.13 (Weierstrassov aproksimacijski izrek). Za vsako zvezno funkcijo f : [a,b] — R in vsak
e > 0 obstaja polinom p € R[z|, da za vsak x € [a,b] velja |f(z) — p(z)] < e.

Opomba: ta izrek pravi, da so polinomi gosti v (C[a, b], dso ).

Dokaz. (Ideja) Naj bo f € Cla,b]. To funkcijo zvezno razsirimo na R, tako da je f(z) = 0 za = €
(—00,a —1]U[b+ 1,00). Na (a —1,a) in [b,b + 1] uporabimo linearno funkcijo. Uporabimo trditev
in za g(z) vzamemo Gaussovo jedro \/%? exp(—2?/2). Imamo

(z—1)2

1 b+1 @@=t
‘f(w)—m / fHe 5 at

Eksponentno funkcijo razvijemo v Taylorjevo vrsto, ki konvergira enakomerno. Vzamemo dovolj pozno
Taylorjevo vsoto ki nam po integraciji da iskani polinom. O

<e.

Trditev 3.14. Za f € Z(R) velja

L [T peeiee
f@)= == / et

Opombe:
i) Zgornjo formulo lahko zapisemo tudi kot f(z) = f(—z).
ii) S predpisom
. 1 oo .
_ €43
T) = —— e~ d
fla) = o= [ Feca
je definirana inverzna Fourierova transformacija.
iii) Inverzna formula je smiselna, saj je f € .#(R), zato je tudi f € .#(R) € L*(R), kar sledi iz

Dokaz. Iz f pod integralom zelimo dobiti samo f. To bomo storili tako, da bomo dodali funkcijo g(z) =

e~ /2 g3 g > 0, na katero bo presla transformacija:

1 RN i — 14,22 1 > > i (o— _1,2¢2
¢T7/ f(e)e=sem 3 d€=%/ / ft)e*E e3¢ drdg.

Ker so funkcije pod integralom absolutno integrabilne lahko uporabimo najbolj splosno obliko Fubinijevega
izreka, ki pravi, e je [[o. |f(x,y)|dzdy < oo potem velja

/sz(x,y)dxdy:/_O;/_O:Of(x,y)dxdy:/_Z/_Zf(x’y)dydx.
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Sledi

1 R el 1,202 1 o 1 e
ig(z—t) ,—5a%¢ — (4 — — qe _
5 /_OO /_006 e def(t) dt \/%/_Oo f()gpa)(t — x)dt m/—w f(t)ga)(x —t)dt
Uporabimo trditev 3) na funkciji ¢g ter naredimo substitucijo y = x — ¢:
— /oo FOFm(a—t)dt = —= /OO Ot —2)dt = —= /oof( )9 (W) dy = (f * 9(a)) ()
allx — = a —x = xTr — a = a xX).
N AL Var | Var |y 1T A

Na koncu v obeh izrazih posljemo a proti 0. Ker je f € #(R), lahko limito prestavimo pod integral. Na
koncu pa uporabimo Se trditev [3:11}

N / F(€)e e 2 de = (f % g(a))(2)

27 J — o
im — [ f©)eEe 3¢ d¢ = lim (f * gy (@)
lim == [ f(g)e"e = lim (f * (o)) (@

¢ iz€ 7: —1a%¢? BT
F(©)6™ lim ¢35 g = tim (£ g (@)

—1 F(€)e " de = f(x
o /_Oo f(§)es d§ = f(x)
O

Opomba: & je v prejsnjem izreku f € L1(R), kar je Sibkejsa predpostavka, in je tudi f € L'(R), potem

velja
_ 1 <2 izé

skoraj povsod, to pomeni povsod razen na mnozici z Lebesgueovo mero 0. Primer takih mnozic so Stevne
mnozice. Ce se funkciji ujemata skoraj povsod, sta integrala enaka, zato ju v praksi pogosto ena¢imo.

Lema 3.15.
F: ZR) = Z(R)

je bijekcija.

Dokaz. Ceje f € #(R), potem je v tem razredu tudi njena transformiranka F(f) in tudi F(F(f)) ter vse
nadaljnje transformiranke F"(f). Ker velja F(F(f))(z) = f(—x), potem je F*(f)(x) = f(z). Spomnimo
se trditve, ¢e je a o b = Id, potem je a surjektivna in b injektivna. Ker je F o F3 = 1Id in F3 o F = Id,
potem je F injektivna in surjektivna, ergo bijektivna. O

7

Trditev 3.16. Ce je f € L'(R) zvezna in odvedljiva v tocki x € R, potem velja

A

Ce pa je poleg zgornjih predpostavk 3e f € L'(R), potem pa je

_ L7 e
f@)= == / et

\. J

7 drugimi besedami, tocke, kjer inverzna transformacija ne vrne prvotne funkcije so kve¢jemu tocke
preloma ali nezveznosti.
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Zgled 3.5. Pois¢imo Fourierovo transformiranko funkcije f(z) = Vpeljimo novo funkcijo g(z) =

1+9c2
e~17l. Vemo ze, da je §(¢) = \/%ﬁ Torej je f(£) = /54(€). Ker je g € Z(R), velja 3(&) = g(—o).

Zato dobimo f(€) = \/Ze 1ol =\ /Zelal,

Lema 3.17 (Riemann-Lebesqueova lema). Ce je f € L*(R), potem je

|§1|1i>noof(€>
Dokaz. Lemo bomo dokazali v stirih korakih.
1. Naj bo f = X[4,- Velja
i ; le—ia€ 71b£|
€lrbe 7= N V2] = ok @la

2. Naj bo f = MXas,bi] T A2X[az,be] T -+ T AnXan,ba]- Velja

hm = lim [A1x1+ ...+ A\uXn| =0.
T [7(9)] = lim Ak al

3. Naj bo f € C.(R). Tedaj je f nicelna izven nekega intervala [a, b], na katerem je enakomerno zvezna.
Torej za vsak € > 0 obstaja tak 0 > 0, da je | f(z) — f(2)| < =, ¢e je |[v — 2’| < 0. Naredimo delitev
a=x9<x <..<xp=0>,tako da je |xp —xp_1| < d za vse k = 1,...,n. Naj bodo t} € [zr_1,xk]

in naj bo .,
= Ftr)X(wns.an-
k=1

Velja

||f—sH1—/|f ) — s( |dgc—2/xk1 ?fk|dgc—2/m1

Imamo f(£) = f — s(€) + 4(z). Ocenimo absolutno vrednost:

If = sl
V2
V prejsnji tocki smo pokazali, da limj¢|_, |5(x)] = 0. Ker pa je ||f — s||1 < € za poljuben £ > 0,

velja lim¢| o0 [f(§)] = 0.

1FEO <1 —s(&) +13(6)] < +136).

4. Naj bo f € L*(R). Po definiciji prostora L! obstaja zaporedje funkcij iz C.(R), ki konvergirajo proti
f- Vzemimo dovolj pozen element s tega zaporedja, da bo veljalo ||f — s||1 < & za poljuben & > 0.

Spet velja
Fo1 <1751+ o1 < L s,

Po prejsnji tocki je lim¢ o0 [5(€)| = 0, saj je s € C.(R). Ker pa je |[f — s[[1 < & za poljuben & > 0,
velja lim¢| o0 | f(£)] = 0.
O
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3.5 Plancherelov izrek

Riemann-Lebesgueova lema nam pravi, da Fourierova transformacija slika iz L'(R) v Co(R). Vemo pa ze,
daje F: S (R) — Z(R) bijekcija. Velja

1
IF()lloe = itelglf(f)(ﬁ)loo < E”f”l-

Iz tega sledi, da je F : L'(R) — Co(R) omejen operator med Banachovimi prostori.

Ponovimo nekaj lastnosti funkcijskih prostorov. L!(R) je napolnitev prostora C.(R) glede na metriko
di in L*(R) je napolnitev prostora C.(R) glede na metriko ds. Metrika da pride iz norme || « ||2, ki pride iz

skalarnega produkta
9= [ @) ds

do(f.9) = lf —gl2=V{f—9.f—9) \// (2)]2 dz.

Velja

Ce vektorski prostor C.(R) opremimo s skalarnim produktom, dobimo strukturo (C.(R), (+,+)), ki ji re¢emo
vektorski prostor s skalarnim produktom.

Naj bosta f,g € L?(R). Tedaj obstajata taki zaporedji (fn)nen C Ce(R) in (gn)nen C Co(R), da je
lim, oo frn = f in lim, 500 gn = ¢ glede na normo dp. Za poljuben n je (fy,gn) dobro definiran, saj
imata obe funkciji kompakten nosilec. Sedaj definirajmo (f, g) == lim, o0 (fn,gn). Ce bi obstajali se dve
zaporedji (f] )nen C Ce(R) in (g}, )nen C C.(R), za kateri bi veljalo lim,,_, o f, = f in lim,, g}, = g glede
na normo dz, potem bi bilo po definiciji limy, o0 (fn, gn) = limy oo (S}, g,). To pomeni, da je skalarni
produkt (-, +) dobro definiran. Prostor (L?(R), (-,+)) je poln v metriki, inducirani s skalarnim produktom,
zato se imenuje Hilbertov prostor.

Kot smo 7e omenili, je C°(R) gost v C.(R) glede na metriko dw. Naj bo f € C.(R) s kompaktnim
nosilcem v [a,b] in g € C°(R), tako da je ffooo g(x)dz = 1. Limita lims o(f * g(s5)) = f konvergira na
zaprtih omejenih intervalih, torej tudi na [a, b]. Ker sta f,g € C.(R), je tudi f x g(5) € Cc(R), in ker je gs)
gladka, velja (f * g(5))(k) =[x gé(’;)), torej je f* g5y € C°. Iz tega sledi, da je prostor C° gost v C.(R)
glede na d;. Brez dokaza navedimo trditev, da iz lim,,_, o, f, = f glede na dy sledi lim,_,~ f, = f glede
na do. Sledi, da je C¥(R) gost v L*(R) glede na dy. Ker je C°(R) C #(R) C L*(R) in je C>*(R) gost v
L?(R), potem je tudi .7 (R) gost v L(R).

[ Trditev 3.18. Za f,g € (R) velja (f, ) = (f, ).

Opomba: ¢e je f = g, potem (f, f) = (

. f) ozivoma ||fll2 = || fll2. Ker velja da(f,9) = da(f,9),
pravimo, da je Fourierova transformacija na .%(R

) linearna bijektivna izometrija.

Dokaz. Uporabimo formulo za inverzno Fourierovo transformacijo:
g(z)dz = &eré dédr = / —/ g(€)e "6 d¢ da =
/ e / fa m/ ¢ f@) o= [ ae e ae

i e e

Definicija 3.8. Naj bosta U in V konéno-dimenzionalna vektorska prostora s skalarnim produk-
tom in naj bo A : U — V linearna preslikava. Adjungirana preslikava preslikave A je preslikava

A*, e velja (Ax,y) = (z, A*y) za vsak x € U in vsak y € V. Preslikava A je unitarna, ¢e velja

AA* = IdU in A*A = Idv.

£,49).

—~

Q)
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Preslikava A je unitarna natanko tedaj, ko je A linearna surjektivna izometrija. Ker so vse izometrije
injektivne, so vse unitarne preslikave bijektivne. Unitarno matriko prepoznamo po tem, da ima ortogonalne
lastne podprostore in absolutne vrednosti lastnih vrednosti enake ena.

Unitarne preslikave pa lahko definiramo tudi na Hilbertovih prostorih. Naj bo A : H — K linearna
preslikava med Hilbertovima prostoroma. Tedaj obstaja natanko ena preslikava A* : K — H, da je
(Az,y) = (x, A*y) za vsak € K in za vsak y € H. A je unitarna, ¢e A*A = Iy in AA* = Ig.

Izrek 3.19 (Plancherelov izrek). F : L (R) — L (R) lahko razsirimo do unitarnega operatorja na
L%(R).

Dokaz. Ker je f € L?(R), obstaja tako Cauchyjevo zaporedje (fn)nen € -Z(R), da je lim, o0 fn = f.
Ker je da(fn, fm) = dg(fn,fm), je tudi (fn)neN Cauchyjevo v .Z(R). Definirajmo f = limy_ye fn. Ce
bi bilo (g, )nen neko drugo Cauchyjevo zaporedje v .(R), ki bi konvergiralo proti f, potem bi zaporedje
|| frn—gnl|2 konvergiralo proti 0. Ker pa je || fn—gnll2 = || fn—dnll2, bo tudi zaporedje || f,, —in |2 konvergiralo
proti 0 in bo zaporedje g, konvergiralo proti f . To pomeni, da je definicija f dobra (neodvisna od izbire
zaporedja). Skalarni produkt na L?*(R) definiramo preko limite. Ce sta f,g € L?(R), potem najdemo
zaporedji (fn)nen In (gn)nen v C.(R) ali Z(R), ki konvergirata proti f in g, ter definiramo skalarni
produkt (f,g) = lim, o0 (fn,gn)- To je dobro definiran skalarni produkt v L?(R), ki porodi polno metriko
ds, torej je L*(R) Hilbertov prostor. Sedaj lahko razsirimo Fourierovo transformacijo iz .#(R) na L?(R).
Ce zelimo pokazati, da je unitaren operator, moramo dokazati linearnost, izometriénost in surjektivnost.
Linearnost: sledi iz linearnosti F na . (R) in definicije F(f).
Izometriénost: e sta f,g € L?, potem obstajata zaporedji (fn)nen in (gn)nen v -7(R), ki konvergirata
k fin h g. Velja R .

<fag> = lim <fnagn> = lim <fn7gn> = <fag>

n—oo n—o0

Surjektivnost: v .7(R) vemo, da F*(f) = f. Spet vzamemo zaporedje (f,)nex iz - (R) in gledamo,
kam limitirajo Fourierove transformacije. Imamo

lim F(f,) =F(f), lim F(fo) =F(f), lim F(fp) = F>(f), lim F'(f.) = F(f).

n— oo n—oo n—oo n— oo

Ampak F*(f,) = fn, kar je identiteta. Ko razsirimo identiteto, dobimo spet identiteto, zato mora veljati
FA(f) = f. Ker je F(F3(f)) = f, mora biti F surjektivna. O
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Poglavje 4

Linearne diferencialne enacbe 2. reda

4.1 ReSevanje z nastavkom potencne vrste
Dana je diferencialna enacba
y" +py +ay=0,

kjer sta p in ¢ podani funkciji. Ce sta p in ¢ konstanti, lahko resimo karakteristicni polinom. V splosnem
pa ne znamo resiti take diferencialne enaébe. Ce poznamo ali uganemo eno resitev, lahko drugo dobimo
s pomocjo determinante Wroriskega, ki je reSitev diferencialne enacbe 1. reda. Mi bomo enacbo oblike
y" + py + qy = 0 resevali v kompleksnem, pri éemer bosta p in ¢ holomorfni na neki punktirani okolici
dane tocke, v tej tocki pa singularnost ne bo prevelika.

Naj bosta p in ¢ holomorfni funkciji na neki okolici tocke 0. Velja

o0
D=Y pt i )= st

k=0 k=0

za pi,qr € C. Recimo, da ima diferencialna enacba resitev, ki je holomorfna na neki okolici tocke O.
Zapisemo jo lahko kot vrsto
o0
~Y st
k=0

za ¢ € C. To vrsto lahko ¢lenoma odvajamo in preindeksiramo, da dobimo §e njen prvi in drugi odvod:

Z (k+1) Ck;+1Z Z (k+2)( ck+2zk.
k=0 k=0

Ta nastavek nesemo v diferencialno enacbo:

o0 o0
Z(k+2)(k—|—1)ck+2zk+2pi Z(j—!—l cj+17’ +Z% chzj =0.
k=0 =0 J=0

Ker dane potencne vrste konvergirajo absolutno na okolici izhodisca, jih lahko seStejemo v poljubnem

vrstnem redu:
0o k

0=> [ (k+2)(k+ Dersa+ D (G + Dejpapr—j + cian—;) | 2.
k=0 =0

Ker potenéna vrsta konvergira na nekem odprtem krogu okoli izhodisc¢a, so vsi koeficienti enaki 0:

k
Chta = Z ((F+1V)cjt1pe—j + cjar—j), Vk € Np.
]:O

(k+1 )(k +2)
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Izrek 4.1. Ce sta p in ¢ holomorfni funkciji na D(«, R), potem za poljubni kompleksni Stevili co
in c1 obstaja natanko ena resitev diferencialne enacbe vy + py' + qu = 0, ki zadoséa pogojema
y(a) = co in y' (o) = c1. Ta resitev je holomorfna na D(a, R).

Dokaz. (Ideja) Definiramo y(z) = > po,ck(z — @)¥, kjer so ¢x podani kot prej. Dokazemo, da y resi
diferencialno enacbo in zadoscéa y(a) = ¢g in y'(«) = ¢1. Zelo tezko pa je dokazati, da ta potencna vrsta
konvergira na D(a, R). O

Zgled 4.1. Naj bo dana enacba y” + y = 0, pri ¢emer sta p = 0 in ¢ = 1. Ker sta p in ¢ holomorfna na
D(0, R), je y holomorfna na D(0, R). Ker to velja za poljuben R > 0, je y holomorfna na C. Ko vstavimo
razvoje y in odvodov v enacbo, dobimo

Z(k +2)(k + 1)cppaz” + Z ez’ =0
k=0 k=0
oziroma cr
R (5 (I
Z indukcijo lahko pokazemo, da velja
Cop = (=1)"c in cop_1 —1)"_101
" (2n)! " (2n—1)
Skupna resitev je
n 2n n 2n+1
—C()Z +012 2n—|—1 = ¢pCcosz+ cysin z.

Definicija 4.1. Tocka « je reqularna toc¢ka diferencialne enacbe v’ + py’ + qy = 0, ¢e sta p in ¢
holomorfni na odprti okolici tocke . Ce a ni regularna, potem je singularna. Tocka o je pravilna
singularna tocka za zgornjo diferencialno enacbo, ¢e sta p in ¢ holomorfni na punktirani okolici
tocke a, v tocki o pa ima p kve¢jemu pol prve, g pa kve¢jemu pol druge stopnje.

Ce je o pravilna singularnost za diferencialno enacbo, potem sta z — (z — a)p(z) in z — (z — a)?q(z)
holomorfni na okolici tocke c.

Zgled 4.2.
i) Diferencialna enacba
2z viv+1)
/" /
_ -0
Y 1= 22y + 1= Y
se imenuje Legendrova diferencialna enacba. Velja p(z) = — 1223 in q(z) = ”(VH) . Tocki 1 in —1 sta

pravilni singularnosti, saj sta pola reda 1 za p in g, ostale tocke pa so regularne

1 2
y"+zy’+(1—y)y—0

2y 2y + (- 1P)y =0

ii) Diferencialna enacba

oziroma

se imenuje Besselova diferencialna enacba. Velja p(z) = % ing(z) =1- Z—z Tocka 0 je pravilna

singularnost, saj je pol reda 1 za p in pol reda 2 za q. Ostale tocke so regularne.
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4.2 Resevanje v okolici pravilne singularnosti

Brez §kode za splosnost lahko predpostavimo, da je a = 0, torej sta z — 2p(2) in z + 22¢(z) holomorfni

na okolici izhodiscas: -
D= mt w2 zqkz
k=0

Koeficiente smo definirali nekoliko drugace kot v prejsnjem podpoglaVJu. Recimo, da vrsti konvergirata
na D(0, R). Is¢emo resitev oblike
oo
y=2z! Z ez,
k=0

kjer je p € C. Pomnozimo diferencialno enacbo z 22

2y + z(2p)y + (2%q)y = 0.

Odvodi funkcije y se nekoliko spremenijo:
o0 oo oo
_ k+p k+p—1 / k4p— 2
—chz , Zk—&—uckz , Zk—i—,u (k+p—1)cz
= k=0 k=0

Ko vstavimo vrste v diferencialno enac¢bo, dobimo

D (k+ )k 4 p— Doz + sz S ) +> g2ty et =0,
k=0 i=0 j=0 i=0 j=0
Ker mora biti koeficient pred vsako potenco z enak ni¢, dobimo pogoj
k
O=p+k)(p+k—1)cp+ Z((,U + j)ijkfj + quk,j), Vk € N.
j=0
To lahko preoblikujemo v
k-1
(1 + k) +k — 1+ po) + qole (1 + 3)pr—j + ak—jlej, Yk €N.
=0

S pomogjo te formule lahko koeficiente rekurzivno izra¢unamo. Za k = 0 (pri potenci z#) obravnavamo
poseben primer, saj moramo dolociti Se u:

0 = p(p — 1)co + popico + qoco
oziroma

co(u( — 1) + pop + qo) = 0.

Ce izpostavimo z na neko potenco in krajsamo, ugotovimo, da co # 0. Tako dobimo dolocilno zvezo za

p(p —1) +pop +gqo = 0.

Tako dobljenemu p re¢emo karakteristicni eksponent. Ker py in gy poznamo, lahko izra¢unamo obe resitvi
kvadratne enacbe pp in ps. Dva eksponenta nam predstavljata dve razliéni reSitvi diferencialne enacbe.
Zelimo, da (u+k)(p+k—14po)+qo #0 zavsak k € N ter za p; in ps. Karakteristiéna eksponenta
oznac¢imo tako, da je Re u1 > Re ug. Oglejmo si kvadratno funkeijo f(u) = p(p — 14+ po) + go- PiSemo
lahko f(p) = (p — p1)(p — p2). Velja

flu+k)=@+k)(p+k—1+po)+q0=(pn+k—p)(p+k—p2)
k—1
(n+k—p)(p+k—po)er=—> [(n+)pr-j + quslc;

j=0
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vstavimo g = w1 in dobimo

>
I
—

k(k+p1 — pa)er = — )y [(11 + 3)Pk—j + ae—jlej-
j

I
o

Izraz k(k + p1 — po) ne more biti ni¢, saj je & > 0 in Re p1 > Re po. To pomeni, da lahko ¢, vedno
izrac¢unamo po formuli

k—1
1 ‘
cp=———— + D)Pr—j + Qr_jle;
A R jEZO[(m R )

Tako dobimo prvo regitev diferencialne enacbe:
oo
y1(z) = 2" Z crz®.
k=0

Ce vstavimo p = pi2, dobimo

k—1

k(k = gy + p2)de = =Y (42 + §)ps—j + qu—5)d;.
=0

Ce p1 — po ¢ N, potem lahko delimo s (k — g + p2) in dobimo koeficiente za drugo resitev:

k—1
1
i k(k_erm);)[(uz $)Pr—j + ar—51d;
in reSitev
o0
ya(z) = 212 Z dp2".
k=0
Ce se zgodi 1 — po = m € N, lahko postavimo ¢y = ¢; = ... = ¢m_1 = 0 in poljubno izberemo c,,.

Tako lahko dolo¢imo nadaljnje koeficiente. Obstaja izrek, ki nam zagotavlja, da bo vsaka taka resitev
holomorfna na primerni okolici. Lahko pa se zgodi, da je tako dobljena resitev linearno odvisna od y;. V
tem primeru uporabimo drugacen nastavek.

Izrek 4.2. Naj bo a pravilna singularnost diferencialne enacbe vy + py’ + qy = 0. Naj bosta z —
(z—a)p(2) in z — (z—a)?q(z) holomorfni funkciji na D(c, R). Naj bosta juy in po karakteristicéna
eksponenta te enacbe. Potem obstaja vsaj ena funkcija oblike

p(2) = (-0 Y ez — o),
k=0

Ejer je potencna vrsta konvergentna na D(c, R). Ce je Re 1 > Re po in g — o € N, je

druga resitev, ki je linearno neodvisna od y1, vsota pa je konvergentna na D(«, R).

\. J

Zgled 4.3. Resimo diferencialno ena¢bo 422y” 4 22y’ + zy = 0 v okolici tocke o = 0, ki jo lahko prepisemo
v obliko
y"+iy'+iy:0
22 4z '

L L. Opazimo, da je o = 0 pravilna singularna tocka za diferencialno enacbo,

Imamo p(z) = 5 in q(2) = 4.
saj sta funkeiji p(z) in ¢(z) holomorfni na punktirani okolici od & = 0 in imata v « = 0 pola prve stopnje.

Velja zp(z) = 3 in z%q(z) = %. Sledi pg = % in go = 0. Dolo¢itvena zveza je

plp—1/2)=0
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z reSitvama py = % in pg = 0. Za prvo resitev uporabimo nastavek
y1(2) = chz’”%, Yy (2) = Z(k +1/2)cpz? 2, yl(2) = Z(k +1/2)(k — 1/2)crzb 2.
k=0 =

k=0 k=0
Ko vstavimo nastavek v ena¢bo, dobimo
A3k +1/2)(k = 1/2)erz" 3 + 23 (k+1/2) e+ et TE =0,
k=0 k=0 k=0
Koeficiente pred vsemi potencami enac¢imo z 0 in dobimo
((2k)2 + 2k)cp + 1 =0

z rekurzivno formulo

e — —Ck—1
P 2k(2k + 1)
in splosno formulo
(=1)*eo
Cp = .
(2k + 1)!
Resitev je
i (D", (B zam
)=t 3 0 S LI i

Pri po = 0 imamo nekoliko lazje delo. Ko vstavimo nastavek, dobimo

43 k(k = 1)dp2® + 23 kdpe® +  dp2b
k=0 k=0 k=0

Imamo
(4(k — 1)k + Qk)dk +di_1 =0,

ki nam da rekurzivno formulo

d _ (_l)kdk}—l
M ok(2k — 1)
in splo§no formulo
_ (=1)kdo
e = (2k)!

Druga resitev je

ya(z) = Z (_(217);?02’" = dycos+/z.

Obe resitvi sta neodvisni, zato je skupna splosna resitev dane diferencialne enacbe enaka

Y = cosin/z + docos v/ z.

n=0

Izrek 4.3. Naj bo a pravilna singularnost za diferencialno enacbo y” +py’ +qy = 0. Naj bosta
wn po karakteristicna eksponenta in Re p1 > Re po. Naj bo 1 — pa € N in naj enacba nima dveh
linearno neodvisnih resitev oblike

n(@) = (- S ez —a), 1w = (-0 d(z— ).
k=0 k=0

Tedaj drugo resitev is¢emo v obliki
yo =y1In(z — @) + (z — a)*2 f(2),

kjer je f holomorfna funkcija na okolici tocke o in velja f(a) # 0.
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Opomba: Funkcijo f lahko razvijemo v potenéno vrsto, saj je holomorfna na okolici tocke «. Tako
lahko drugo resitev is¢emo s pomocjo nastavka

yo=y1In(z — a) + (z — a)*? Zek(z —a)k

Dokaz. (Skica) Naj bo a = 0. Uporabimo determinanto Wroniskega. Naj bosta y; in yo resitvi diferencialne
enacbe 3" + py’ + qy = 0. Definirajmo

yi(z) y2(z)
vi(2) wh(o)|

cemur recemo determinanta Wroriskega. Ker y; in y» resita diferencialno enacbo, je

I’I/r?/l Y2 ('T> -

W(z) =W(xg)e Jao P(t) 2

Izraz W = 195 — yiy2 delimo z y? in dobimo
- /
w (?/2 )
2\
Y1 Y
Sledi R
%%
Y2 =1 | —5 dr = y0.
J Y1
Ker je
o W o 1 — [ p(z)dz
V=2 T 2t :
Y1 Y1
Qo abavima 1. — ~H01 Sk L) — Pt i ST
Sedaj vstavimo y; = 2" Y7 cp2” in p(z) = =+ +po+p1z + ... Upostevamo p1 — pz € N, pametno
integriramo, uporabimo Vietove formule in ¢ez ¢as pridemo do konca dokaza. OJ

4.3 Besselova diferencialna enacba

Besselova diferencialna enacba je oblike

2y 42y + (22— 1)y =0,

kjer je v > 0. Lahko jo prepisemo v obliko
1 2
y”+;y'+ <1—V—>y—0

Tocka 0 je pravilna singularnost, ostale tocke so regularne. Velja zp(z) = 1 in 22¢(z) = 22 — v2. Imamo
po =11in go = —v2. Dolotilna zveza pu(u — 14 pg) 4+ go = 0 nam da izraz p? — v* = 0 z resitvama py = v
in yg = —v. Prvo resitev dobimo z nastavkom. Ce 2v ¢ N, lahko tudi drugo resitev dobimo z nastavkom.
Ce je 2v liho Stevilo, druga resitev ni linearno odvisna od prve, ¢e pa je 2v sodo tevilo pa sta resitvi,
dobljeni s prvim nastavkom linearno odvisni, zato moramo uporabiti poseben nastavek iz izreka [£.3]

2

Najprej dolo¢imo prvo resitev. Nastavek je
o0 o0 (o)
2) = Z cp2t Y, Z (k4 v)ep2=t yll( Z (k4 v)(k+v—1)cpzt 2
k=0 k=0

Ko to vstavimo v diferencialno ena¢bo, dobimo

oo (o)
Z ((k+v)( k+v—1)+(k+u)—V2)ckzk+”—|—chzk+”+2:O.
k=0 k=0
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Pridobimo rekurzivno formulo c
k—2

k(k+2v)

Pri koeficientu 21 dobimo (2v + 1)c; = 0. Ker je v > 0, mora biti ¢; = 0. Posledi¢no velja

Cp = —

Ccon_1 =0, VneN.

Resitev bo torej oblike
o0
(2) = 3 et 2,
n=0

kjer so
(=1)™¢q (D)ol (v + 1)
2:4..2n-(2420) .- (2n+2v)  22T(n+v+1)

Obicajno izberemo ¢y = 27" /I'(v + 1), tako da so koeficienti oblike

(=n"
22ntvplD(v +n+1)

Conp =

Cop =

Tako pridobljena resitev se imenuje Besselova funkcija (prve vrste) reda v:

_ - (_1)71 2n4v
JV(Z) - n;o 22”+”n'F(n+y+1)Z .

Ce je v € N, potem z” obstaja povsod na C, in zato je J, cela funkcija za n € N. Ce je 2v ¢ N, potem

iS¢emo drugo resitev z nastavkom
(o)

—v k
ya2(2) = 2 g crpz”,
k=0
ki nam da reSitev

N - N
JV(Z)—ZMM—;M<2> '

n=0
Uporabili smo zapis T'(z+1) = 2! zan > —1. Ce je 2v liho stevilo, torej 2v = 2k — 1 za nek k € N, dobimo

Con—2

—————incy_1=0, VneNlN.
2n(2n — 2v) 2 ne

Cop = —

Resitev je spet
o (_1)n22n7u

T-o(3) = D Switn o1

n=0

Ta resitev je neodvisna od J,. V blizini ni¢le za n = 0 dobimo J,(2) =~ (2/2)" in J_,(z) = (2/2)"". Prva
je o€itno omejena, druga pa ni, zato funkciji ne moreta biti linearno odvisni.

Trditev 4.4. Za v ¢ N je splosna resitev Besselove diferencialne enacbe oblike

ClJy + CQJ_V.

Zgled 4.4. Izracunajmo Jy /3 in J_y/5:

5 oo (_1)n 2n+1/2 \/‘ n Z2n+1 \/> n Z2n+1 \/7 .
1/2(2) Z 22n+1/2n| (n+1/2)! Z 22n+1n| (n+1/2)! Z 2n +1)! V2 St 2.

Pri tem smo uporabili zvezo 22" nl(n 4+ 1/2)! = /7(2n + 1)L
e ( 1)n 2n—1/2 n »2n n »2n 2
Jo1/2 = 22% 12pl(n — 1/2)! Zannl (n—1/2)! Z wa L8
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Trditev 4.5. Veljata naslednji zvezi:
d 1% v
3 & (2)) = 2" (2)

% (27700 (2)) = =27 " Jp41(2).

\. J

Dokaz. Izkoristimo dejstvo, da so funkcije na skoraj celotni kompleksni ravnini holomorfne (razen na enem
poltraku), zato lahko funkcijske vrste odvajamo ¢lenoma:

d & <_1)nz2n+2u 00 (—1)”(27’1, + zy)z2n+2u—1 oo (-1)”Z2n+u_1z”
q. VJV = 7 —_— = — _ v o 7
dz (2" Ju(2)) dz nZ:O 22ntvpl(n +v)! HZ:O 22ntvpl(n + v)! Z 92ntv=1pl(n + v — 1)1 2" J,—1(2)

n=0

e n,2n 0 oo n2n+v—1_,—v

d, _, _d (-1)"z _ (=1)"2nz?t (—1)"z z B
@ ) = G 2 gt 1~ 2 Preatn s )l 2 P (Dl o)L

e n+1 2n+1/+1 —v

=—z""J, .
7;] 2 n+u+1n| 7’L+ v+ 1) Z +1(Z)

O

Zgled 4.5. Za v =0 velja J§ = J_1 in J| = —Ji, iz Cesar sledi J; = —J_1. Ti dve funkciji sta linearno
odvisni. Lahko pa izracunamo J3,s:

1/ _1 / 1 [2 [sinz)’ 2 sinz — zcosz
J3/2:_Zz <Z 2J1/2) = —224/— =4/ -
7r z mZ z
Posledica 4.6. Za vsak n € Z so funkcije J, o elementarne. ]
Dokaz. Indukcija po n € Z z uporabo formule O

7

Trditev 4.7. Veljata naslednji zvezi:
v
Jo(2) + 2 Ju(2) = Jua(2)
m
, v
Ju(2) =~ Ju(2) = =Jusa(2)-
S sestevanjem ali odstevanjem dobimo lahko tudi

%Jy(z) = Jy-1(2) + Jus1(2)

ZJL(Z) = Jl/—l(z) - JV—H(z)'

Dokaz. d
. (27T, (2)) = v2" M, (2) + 2V T (2) = 2" T, 1 (2).

Pri tem smo uporabili trditev Na koncu delimo z z¥ in dobimo J}(2) + £.J,(2) = J,_1(2). Drugo
formulo dobimo z odvajanjem z~".J,(2). O
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Zgled 4.6. S pomocjo teh formul lahko dolocimo J3/5(2) Se na drugacen nacin:

2 sinz — zcosz

1
J3/2(Z) = ;Jl/g(z) — J_1/2(2> = E >

Sedaj obravnavajmo $e primer, ko je 2v sodo §tevilo. Naj bo v = m € N. Ena od resitev je
o0
-1 nz2n+m
In(2) = Y- Fem
22n+mpl(n 4+ m)!

n=0

Druga resitev bi bila oblike
> (_l)n 2n—m

z
T-ml(z) = Z 22n—mpl(n — m)!’
n=0
vendar zaradi primera n —m = —1 postavimo vse ¢lene do potence z™ na ni¢. Ko preindeksiramo, dobimo
o0 [ee]
-1 nZQn—m -1 k+mz2k+m
Tn®)= Y -3 g = (1))
22n=mpl(n —m)! 22k+mEl(k + m)!
n=m k=0
Ugotovili smo, da je za m € N druga resitev Besselove enacbe veckratnik prve resitve: J,, = (—=1)™J_,,.

Po izreku [4.3] is¢emo resitev z nastavkom
ya2(2) = Im(2) In(2) + 27" f(2),

kjer je f holomorfna funkcija v okolici tocke 0 in velja f(0) # 0. K tem resitvam se bomo $Se vrnili.

Posledica 4.8. Za vsak m € N so edine resitve Besselove enacbe
2y +zy+ (22 —mP)y =0,

ki so omejene na neki okolici izhodisca, oblike cJ,,(z), kjer je ¢ € C konstanta.

Dokaz. Splosna resitev je ¢J,,(2) + d(Jn(2) In(2) + 2™ f(2)). Ker f(0) # 0, in ker je ¢len z~™ neomejen
okoli izhodisca, mora za omejeno resitev veljati d = 0. O

Na sliki so predstavljene razlicne Besselove funkcije.

Definicija 4.2. Funkcija e (=171 ge imenuje generirajoca (ali rodovna) funkcija Besselovih
funkcij celega indeksa.

Trditev 4.9.

\. J

Dokaz. Zat # 0 velja

(_1)kzj+ktj—k

> 15 k ki—k
RIS P Sl ol A o

1l kL j+k 51|
= J gl = 2~ k! o 20k G1E!
Poglejmo si koeficient pred ¢™:
k Zj+k B o (_1)k22k+m B
Z (=1) Glkl2i+k Z 225kl (k+m)! T (2)-

j—k=m k=0
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Slika 4.1: Prikaz Besselovih funkcij v odvisnosti od reda v. Za v > 0 so v blizini ni¢le Besselove funkcije
omejene, za negativne v pa niso. Posamezne Besselove funkcije opisujejo mrezne ¢rte, ki tecejo v smeri
osi .

. . z (g4~ . . " .
Opomba: pri fiksnem z razvoj za ez(~*" ) konvergira enakomerno po kompaktnih mnozicah, ki ne
vsebujejo t = 0.

Trditev 4.10. Za z,w € C ter m € N velja

Sl 4w = Z Im—k(2) Ik (w).

k=—o0

Dokaz. Velja

Z Jm(z+w)tm:ez+2w(t_t71): Z Ji ()t Z T (w)t*.

m=-—00 j=—o0 k=—o00

Poglejmo si koeficient pred ¢™:

Tm(zw) =Y Jnr(2)Je(w).

k=—oc0

91



Matematika IV LINEARNE DIFERENCIALNE ENACBE 2. REDA

Opomba: za m = 0 velja

o(z +w) Z J_i( = Jo(z )Jo(w)+2i(—1)ka(z)Jk(w).
k=1

k=—o00

Posledica 4.11.

Dokaz. Uporabimo m = 0 in w = —z. Iz izbire ¢y sledi Jy(0) = 1. Ker je Jy soda funkcija, je Jo(z) =
Jo(—2). V splosnem pa velja Ji(—2) = (—1)*J;(z). Dobimo:

oo
1= Jo(z +22 Ti(=2) = Jo(2)* + 2 Ju(2%).
k=1
O
Posledica 4.12. Za z € R velja |Jo(2)| < 1 in |Ji(2)] < \/Li za vsak k € N.
Izrek 4.13. Zan € N in x € R velja
1 [7 .
(@) = ;/ cos(ny — x sin ) de.
0
To se imenuje Hansel-Besselova formula.

Za splosen v € R in z > 0 velja

1 /7 sin(v R
Ju(x) = f/ cos(vyp — xsing)dyp — sin(vm) / e @sinht—vt qg
0 0

us ™

Dokaz. Vzamemo

p3—t7Y) Z T (2)t"

n=-—oo

in vstavimo z = z in t = '?. Velja

e%(eikﬁfe—i&;) o 11 5111@ Z ]k 1/&7(,9.

k=—o0

Loc¢imo na realni in imaginarni del:

cos(z sin p) Z Ji(x) cos(ky), sin(zsing) = Z Ji(x) sin(ky).

k=—o0 k=—o0

Prvo enakost mnozimo s cos(mey) drugo pa s sin(mep) in ju sestejemo:

oo

cos(z sin ) cos(mep) + sin(z sin ) sin(my) = Z Ji(x)(cos(kp) cos(myp) + sin(key) sin(mep)),

k=—00

cos(my — zsin ) Z Ji(x) cos((m — k)p).

k=—o00
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Delimo s 7 in integriramo po ¢ od 0 do 7

1 T 1 T e
— / cos(mp — zsiny)dp = — / < Z Ji(z) cos((m — k‘)g)) dy =
T Jo T Jo )

T
k=—o0

o0

== Z /07r Ji(x) cos((m—k)p) dp =

k=—00

o

Z ,]A;(J?)/ cos((m—k)p)dyp = — Z Ji ()T 0km = I ().
k=—o0 0

k=—o0

2=

T

Integral in vrsto lahko zamenjamo, saj vrsta konvergira enakomerno na [0, 7] (glej zadnjo opombo pri
konvergenci generirajoce vrste). Integral funkcije cos((m —k)¢) od 0 do m bo vedno ni¢, razen ko je m = k.
Takrat je integral enak 7 (skupaj mgm ). O

Vrnimo se k funkcijam J_,, za m € Ny. Te resijo Besselovo diferencialno ena¢bo, vendar so odvisne od
Jm. Velja namrec¢ J,,(z) = (—1)"J_p,(2). Moznost bi bila, da se iskanja druge resitve lotimo z nastavkom
Lahko pa se lotimo tudi na drugacen nacin.

Definicija 4.3. Neumannova (ali Webrova) funkcija ali Besselova funkcija druge vrste je za v €
R4 \ N definirana kot
Ju(2) cos(vm) — J_,(2)

Yo(2) = sin(vm)

Y, je linearna kombinacija funkcij J, in J_,, torej Y, resi Besselovo diferencialno enacbo reda v. Ker
sta J, in J_, linearno neodvisna, sta tudi J, in Y, linearno neodvisna, zato se pogosto splosno resitev isce
kot linearno kombinacijo slednjih dveh.

Definicija 4.4. Za v = m € N definiramo

Y (2) = lim Y, (2).

v—m
Imamo
Yon(2) = lim gy (2) cos T — J_,(2) — lim L Jy(z)cosmv — 7w, (z)sinmy — L J_,(z) _
v—m sm 7y v—m T COoS TV
_ 1 (0d(2) (_1>m8J_V(z)
o\ v o e

Ta definicija nam ugaja, saj je linearna.

Trditev 4.14. Funkcija Y,, resi Besselovo enacbo

2y + 2y + (22 —m?)y =0.

Dokaz. Vemo, da funkciji J, in J_, resita diferencialno enacbo 22y” + zy/ + (22 —v?)y = 0 za v ¢ N.
Naredimo parcialni odvod te diferencialne enacbe po v. Izkaze se, da lahko vrstni red odvajanja po v in

PO T zamenjamo:
ay\" ay\' dy
2 2_ 2 _
z(y) +z<’/) + (= V)V 2vy.

Vstavimo y1 = J, in yo = J_p:

aJ,\" aJ,\’ aJ,
2 v v 2 2 vo_
: ((‘91/) +Z(3l/> (2 V)ay 2y,

1 A
22 (ai> +Z(ai> 2o g,

ov ov ov
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Prvo ena¢bo delimo s 7, drugo pa z (—1)™, seStejemo in posljemo v proti m:

2
2V 42 4 (22 =AY, = 7m (S + (=1)"J.m) = 0.
O

Opomba: izkaze se, da je determinanta Wroniskega za J,, in Y,, enaka W(x) = % Ker to ni nikjer
enako ni¢, sta J,, in Y, linearno neodvisni.

e N

Trditev 4.15. Veljata rekurzivni zvezi
2Y)(2) = Yy-1(2) — Yo (2)
m 9
v
7Yy(z) =Y,_1(2) + Y 11(2).

\ J

Za Neumannove funkcije veljajo vse linearne relacije, ki smo jih pokazali za Besselove, saj so ene le
linearne kombinacije drugih. Prikaz enih in drugih je na sliki

Besselove funkcije Neumannove funkcije
1 [ I I I I ] 1 [
0,0 |- |
0,5 |- |
> > 0+ —
0 - —
—0,0 |- |
—051 | | | | | “1 \ \ \ L]
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
z x
(a) prikaz nekaterih Besselovih funkcij. (b) prikaz nekaterih Neumannovih funkcij.

Slika 4.2: primerjava med Besselovimi in Neumannovimi funkcijami (ali primerjava med Besselovimi
funkcijami prve in druge stopnje). Pri Besselovih funkcijah je razvidno, da je obnasanje funkcije v blizini
nicle podobno z¥. Graf ji(x) ni narisan, saj je enak —j;(x). S prikaza je razvidno, da so Besselove in
Neumannove funkcije istega reda neodvisne (za celostevilske rede), saj so Besselove omejene, Neuman-
nove pa ne.

4.4 Legendrovi polinomi
Legendrova diferencialna enacba reda v je
(22 = 1)y" + 22y —v(v+ 1)y = 0.
Tocke C\ {—1,1} so regularne, —1 in 1 pa sta pravilni singularnosti. Okoli izhodis¢a resujemo naslednjo

diferencialno enacbo:
2z, vv+1)

z2—1y_ 22 -1

y//+ yzo
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Imamo p(z) = 2%+ in q(z) = —%. Ti dve funkciji sta holomorfni na D(0,1), zato po izreku sledi,

22—1
o
y(z) = Z Ckzka
k=0

da obstaja natanko ena resitev oblike
ki zados¢a pogojema y(0) = a in y'(0) = b ter je holomorfna na D(0,1). Ta nastavek vstavimo v diferen-
cialno enacbo in dobimo:

(22 —1) chk(k ~1)2F2 422 Z kepzP "l —uv(v +1) chzk =0.
k=0 k=0 k=0

Sledi:
crxk(k —1) — crppo(k+2)(k+1) + 2ker, —v(v+ 1), =0
in
(k—v)(k+v—-1)
RN ) [ D
Poglejmo si prva dva soda ¢lena:
2 P R C R L

7Z indukcijo lahko pokaZzemo splo$no formulo za lihe in sode koeficiente:

(—)(—v+2).(—v+2n-=2)(v + 1)(¥+ 3)...(v + 2n — 1)

CQTL = (2n)! CO7
. _(—1m v-1Dw-=-3)..v—2n+)(v+2)(rv+4)..(v+ 2n)c
ant (2n+ 1) v
Ce izberemo ¢y = 1 in ¢; = 0, dobimo
= n vir+1 2—v)(-v)(wv+1)(rv+3
y1(2)2202n22 -1— (2' )22+( )( )El' )( )24_”.
n=0
Ce izberemo ¢y = 0 in ¢; = 1, dobimo
= n v—1)(r+2
y2(z) = Z Cony12°" ! = 2 — 7( ;g )23 +
n=0

Funkciji y1 in y2 sta linearno neodvisni; y; je soda, yo je liha. Nas zanima primer, ko je v € N:
e Ce je v = 2m, potem je co, = 0 za vse n > m in y; postane sod polinom stopnje 2m;
e Ce je v =2m + 1, potem je cap41 = 0 za vse n > m in y, postane lih polinom stopnje 2m + 1.

Ce je v sod, vzamemo yi, ¢e je v lih, vzamemo y,. Tako dobimo polinome Py, Py, P, P, ... Tipicno te

polinome pomnozimo $e s primerno konstanto (73,2)% = (2:)2_". Tako dobimo naslednje polinome.

’

Definicija 4.5. Legendrov polinom stopnje n je definiran kot

(2n —2k)! n—2k
27kl (n — k)!(n — 2k)!

Pn(z) = (_l)k

Trditev 4.16 (Rodriguesova formula).

1 d»

_ 2 n
= oemiam? D"

P,(2)
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Legendrovi polinomi

T T T T T

Slika 4.3: Prikaz prvih Sestih Legendrovih polinomov. S slike je razvidno, da je P,(1) = 1in P,(—1) =
(=1)™ ter parnosti polinomov. Opaziti je tudi zanimivo dejstvo, da se ni¢la polinoma vedno nahaja med
niclama prej$njega polinoma. Polinom P, ima na intervalu (—1,1) to¢no n nicel.

Dokaz.

3] 13
_ C\k (2n — 2k)! n—2k _ (—l)k di 2n—2k
Pa@) =2 Y o T =2k ” Z:;)Wk!(n—k)!dznz

|3

=

=0
5]
1 d” 1 d» n
_ -1 k n—k _ o -1 k 2\n—k
gt 21 (k> &) gtz 21 <k:) (=)
k=0 k=0
1 d» n 1 a»
-1 k 2\n—~k — (2 1)™.
" 2npldan kz_%( ) (lc) (=) 2nnl dzn (2 )

Za potence, manjSe od z" bo n-ti odvod enak ni¢, zato smo v predzadnjem koraku lahko steli od 0 do
n. O

Poglejmo si prvih nekaj polinomov:
1 1
Ro(2) =1, Pi(z) =2 Pz) =53 =1), Ps(z) = 5(52° = 32%).

Na sliki [4.3] je prikazanih prvih Sest.

Trditev 4.17. P,(1) =1 in Py(—1) = (—1)".

Dokaz.

L oar N 1 d» dkz—l) d"F(z +1)"
1) = 2nn! @(z -Ut= 2nnl dzn SRR GOl 2"71' Z ( ) dzn—k 7

Ko vstavimo z = 1, postanejo vsi odvodi (z — 1)™ enaki ni¢, razen n-tega dovoda. Dobimo

P.(1) = 1<)n'(1+1) 1

2np!
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Ce vstavimo z = —1, dobimo podobno:

O

Opomba: ker je parnost funkcije P(P,) enaka parnosti stevila n (P(n)), oc¢itno sledi P,(—1) =
P,(1)-P(P,) =1-P(n)=(-1)".

Trditev 4.18. Za dovolj majhne |t| velja

\/1—2tz—|—t2 ZP

Opomba: funkcija (1 — 2zt 4 t2)~1/2 se imenuje generirajoca (ali rodovna) funkcija za Legendrove
polinome.

Dokaz. (Ideja) Funkcijo (1—22t+12)~1/2 = (1 — (22t —t?))~ /2 razvijemo v binomsko vrsto, ki konvergira,
¢e je |22t — t2| < 1. Zato zahtevamo dovolj majhen |¢|.
Razvijmo torej rodovno funkcijo po t:
_ i m <é> (2Zf o m o i m ( ) i(_l)k; (m> (QZt)m,fkth.
V11— (221‘ —t2) = m=0 k=0 y

Uporabili smo posplosen binomski simbol:

<a> ala—1)..(a—n+1)

n n!

za o € R in n € N. Imamo:

(_é) (DD mmA ) (=D)™e1e3 - 2m—1)

m m! 2

(—nm@m-11 (=)™ (2m)!  (=1)"(2m)!
2mm —2myp! (m)22m  22m(pm))2

To vstavimo v zgornji razvoj:

2rn

27” 7TL' kom—k n—kin+k
Z F(n (=1)F2m=Fnr =

1 = (~1
e B DR e

m

C k(2 otk
_ Z Z m) sn—kyntk
2’”+" I'k' (n—k)!

m=0 k=0

Poglejmo si koeficient pred ¢lenom t™. Veljati mora m + k = n, kjer pa je & < m. Tako bo k lahko tekel
od 0 do [F]:
5]

(—1)F(2n —2k)! .
m = n—2k _ p .
Cm ;271]1](/”7]4)'(”72]{)'2 n(z)

Posledica 4.19. Velja

(n+1)Pyy1(2) = 2n+ 1)2P,(2) — nPy—1(2).
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Dokaz. Vzamemo

\/1—2zt-|-t2 Z

in odvajamo po t:
z2—1 n-1
(1 22t + t2 3/2 an t

Zgornjo enacbo mnozimo z z — t, spodnjo pa z (1 — 2zt + t2):

o0 o0
z—tz = (1— 2zt +t?) Z 2t
n=0

Pri potenci ¢t imamo
2P, (2) = Pp—1(2) = (n+ 1) Pry1(2) — 2nzP,(2) + (n — 1) P—1(2).
Po preurejanju dobimo iskano formulo:

(n+1)Pyt1(2) = 2n+ 1)2P,(2) — nPpr_1(2).

Izrek 4.20.

1
2
[1 Pm(x)Pn(m) dz = m(smn

Opomba: §,,, = 1, ¢e je m = n, sicer je &,,, = 0. Izrek pravi, da v prostoru L?[—1,1] Legendrovi
polinomi tvorijo ortogonalno mnozico glede na skalarni produkt

1 [
— / @)g() de

L?[—1,1] je napolnitev mnozice zveznih funkcij C[—1,1] glede na ta skalarni produkt. Velja Se

2

P,|?>= (P, P, )
IPall® = (Pa Pa) = 575

Ta skalarni produkt razsirimo do skalarnega produkta na L?[—1, 1], ki je zaradi polnosti v inducirani normi
Hilbertov prostor.

Dokaz. Pomagali si bomo z Rodriguesovo formulo:

S| -1
1 n ) | )
<PII,,' Pm> - / P”(.”IT)P”,,(.'E) dz = ot 11 / (7([2 o 1)71 : ] (IZ o 1)771 dz.
J—1

2mtnmlinl J_| da” daxm

Brez 8kode za splognost lahko predpostavimo, da je m < n (poseben primer, ko je m = n, bomo obravnavali
na koncu). Uporabimo integracijo po delih:

1
171 ) 1777 )
/ ‘ (z? —1)" ‘ (x? —1)™dx =

_y dan dz™

qm 5 . d(n o 1) ) . 1 1 qm+1 ) . dr-1 5 .
a da™ (z"—1) m(f U 1 - /71 W(’" -b dan—1 (@" —1)"de =
| —
]+l . -1 .
N
_1 da™ dz"™
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Ce izraz (x?2 — 1) odvajamo manj kot n-krat, bo njegova vrednost v —1 in 1 enaka ni¢, zato je prvi del
integracije po delih vedno enak 0. Integracijo po delih ponovimo n-krat:

1 1 dn—Hn
<P71.,Pm> 7(_1)"/ (£C2 o 1)71,7(332 o 1>m —0.

= omEnmin) 1 damtn

V integrandu je n +m-ti odvod polinoma (22 —1)™, ki je stopnje 2m. Ker smo predpostavili, da je n > m,
je v integrandu vsebovan visji odvod polinoma, kot je njegova stopnja, zato je celoten integrand enak 0.
Posledi¢no je tudi skalaren produkt enak 0. Poglejmo si Se primer, ko je m = n. Tedaj imamo

1 Lran ’
P, P,)=——— —(z*—=1)") du=x.
< ns n> 22n(n')2 /1 <dx" (T ) ) x

Ponovimo postopek integracije po delih iz prvega dela dokaza in dobimo

1 1 5 d2n )
(PuoP) = gz [ @ = 1) et = 1)

-1

Ko 2n-krat odvajamo polinom 2n-te stopnje, dobimo vodilni koeficient (v nasem primeru je to 1), pomnozen
z (2n)!. Imamo
(2n)! N 2
<Pn, P7L> = W(*l)n 71(.’,5 — l)n dl’
Integral si oglejmo natanc¢neje; oznacimo ga z I. Najprej izkoristimo dejstvo, da je integrand sod, nato pa
uporabimo substitucijo z = sinu, torej je dz = cosu du:

2

1 1 z
I= / (z? —1)"dz = 2/ (z? = 1)"dx = 2/ (sin?u — 1)" cosu du = 2/ (=1)" cos® ™ du.

1 0 0 0

Ta izraz pa ze na dale¢ kri¢i po Eulerjevi B funkciji, katere ena izmed formulacij je

[SE]

B(p,q) =2 / (sinz)?~(cosz)?9~ 1 da.
Jo

Opazimo, da v nasem integralu velja p = % in g =n+ 1. Imamo
1 r(/2)r 1 !
I—(l)”B<,n+1>— W2Mn+1) _ _Jmn

2 T(n+3/2) D(n+3/2)

Uporabili bomo dejstvo, da je

91-22 /7(22)

r 1/2) =
(- 41/2) = =,
torej
Vr(2n 4 1)!
Imamo on ool
212 Ne2i7=n
I= (—1)”ﬁn!7n = (- ”L
V(2n 4+ 1)! (2n+1)!
Skupno je skalarni produkt enak
—1)"(2n)! 2121 (pl)? 2

22n(pl)2 (2n +1)! T ol

O

Sedaj zelimo aproksimirati funkcijo f € L?[—1, 1] z Legendrovimi polinomi. To storimo tako, da najprej
aproksimiramo f z neko zvezno funkcijo g € C[—1,1]. To funkcijo aproksimiramo z nekim polinomom p.
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Za aproksimacijo zvezne funkcije s polinomom uporabimo Weierstrassov izrek (3.13). Velja, da je n-ti
Legendrov polinom stopnje n in da so ti polinomi ortogonalni. To pomeni, da je

Lin{Py, Py, ..., P,} = Lin{1,z, 2%, ..., z"}.

Vsak polinom lahko torej izrazimo kot linearno kombinacijo Legendrovih polinomov. Ce zaporedje poli-
nomov (g )nen konvergira enakomerno proti g na intervalu [—1, 1], potem velja

1 2

1
3
o=l = [ lo) —au(@Pas < [ S a2
-1

-1

oziroma ||g — ¢,|| < e. Pri neenacaju smo uporabili definicijo enakomerne konvergence z £/v/2. Funkcija
f € L?[—1,1] je limita zveznih funkcij glede na metriko do, ki so limite polinomov glede na ds. To pomenti,
da se lahko vsaka funkcija iz L?[—1, 1] lahko zapise kot limita zaporedja Legendrovih polinomov. Iz tega
sledi, da so Legendrovi polinomi gosti v L?[—1,1] glede na metriko ds. Lahko si pa predstavljamo, da so
Legendrovi polinomi ortogonalna baza za L?[—1,1]. Velja namreé¢

[= i an P,
n=0

pri ¢emer ta vrsta konvergira glede na dy. Kako dobimo a,? Poglejmo si naslednje:

(e ] o0
2a
<fapn> = <mz_:0ampmvpn> :mz::oam<Pm7Pn> = amHPn”2 = 2’)7,‘:1.

Lahko torej zapisemo

F= T PP
n=0

Zakaj so Legendrovi polinomi Se uporabni? Pomagajo nam pri aproksimaciji kakih elipti¢nih integralov.

Ce zelimo integrirati ——— nam pomaga rodovna funkcija:
[r—ro g

o o)

1 1 1 1
_ = 5 ——P,(cosf).
r—ry r2 —2rrgcosf + 12 To 2 g
\ VA To COS rg \/ - cos 0 <7:)) n=0"'0

J1=—2x

T
ro

4.5 Pridruzene Legendrove funkcije

e D

Definicija 4.6. Pridruzene Legendrove funkcije definiramo kot

m

Pre) = (- 2)F S P(2)

zam=0,1,...,n.

Indeks m ne oznacuje potence ali odvoda.

Trditev 4.21. Funkcija P resi naslednjo diferencialno enacbo:

/ mQ

(=22y) = 7=y =—nn+1y.

\. J

To lahko zapisemo kot Ly = —n(n + 1)y, kar se imenuje problem lastnih vrednosti za operator L, ki je
drugega reda. P} so lastne funkcije za L pri A = —n(n+1). Pri m = 0 imamo P = P,, pri m > 0 pa je
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P (1) = P*(—1) = 0. Temu se re¢e homogeni robni pogoj. Pri danem m € Nson=m,m+1,m+2, ...
lastne vrednosti in P lastne funkcije, ki pripadajo razlicnim lastnim vrednostim. Po Sturm-Liouvilleovi
teoriji so (PI")n>m paroma pravokotne.

Izrek 4.22. Pri vsakem m € Ny je (P)")n>m ortogonalna baza Hilbertovega prostora Lo[—1,1].

Velja
1
2 (n+m)!
P™(2)P™(z) da = LAY
| Pr@pre s = =g

Prvih nekaj pridruzenih Legendrovih funkcij je:
F(z)=1, Pl(x)==, Pl(z)=-V1-a?
1
PY(z) = 5(3952 —1), P}(z)=-3z\1—22, Pix)=31—2?).
Prikazani so na sliki 44

Pridruzene Legendrove funkcije, m = 1 Pridruzene Legendrove funkcije, m = 2
I I . s . I I I I I
“ — Pl(z) — Py () 101 1
A --- Pi(x)--- P}() |
s 5| |
= 0 | =
O - |
5 - PZ2 (37) |
2f 1 — P3()
3
— P{()
| | | T
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1

(a) Prikaz prvih nekaj pridruzenih Legendrovih poli- (b) Prikaz prvih nekaj pridruzenih Legendrovih poli-
nomom za m = 1. nomom za m = 2.

Slika 4.4: Prikazanih je nekaj prvih pridruzenih Legendrovih funkcij, ki niso Legendrovi polinomi (torej
m > 0). Razvidno je, da je P™(1) = P (—1) = 0. Izkaze se, da so P2™ v resnici polinomi.

Diferencialno enac¢bo oblike
2

C
d6?

d m?
y+cot0—y+ ([ —nn+1)— - =0
y + cot 7y < n(n ) 51112(9>

resijo funkcije
y(0) = P"(cosB),

ki se, ¢e jih pomnozimo z €™¥, imenujejo sferi¢ni harmoniki.

4.6 Hermiteovi polinomi

Resujemo diferencialno enacbo
y" — 22y + 20y = 0,

ki se imenuje Hermiteova diferencialna enacba. Imamo p(z) = —2z ter ¢(z) = 2v, ki sta obe celi. 0 je
regularna tocka, zato dobimo dve neodvisni resitvi, ki sta holomorfni na C. Uporabimo nastavek

o

k

Y= E Ck2",
k=0
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Matematika IV

Hermitovi polinomi

" l: —Ho(x)_ H12(m) H24(x)
—4 ! / ___ Hs(z) ___ Hylz) ___ Hs(z) ||

3 N 8 16 32

-2 -1 0 1 2

Slika 4.5: Prikaz prvih Sest Hermiteovih polinomov. Zaradi preglednejSega prikaza so normirani tako, da

je vodilni koeficient enak 1.

iz ¢esar sledi rekurzivna zveza
(k4+2)(k+ 1)cgye = 2(k — v)ck.
Dve neodvisni reSitvi sta soda in liha:
2 22 -2 23 -2 —4
y1(z)=1—2—l,/22+ V(Z' )24_ V(V 6')(’/ )26+

G e L

in
2v—1) 5 22(w—-1)(r-3) 5
velz) = 2= TR + 5! =
Ce je v = n € Ny, potem je ena od funkeij polinom stopnje n. Ce je n lih, imamo lih polinom, ¢e je n
sod, imamo sod polinom. Pomnozimo jih s tako konstanto, da je vodilni koeficient enak 2™. Ti polinomi
Zapisemo jih lahko kot

se imenujejo Hermiteovi polinomi.

H. (~> =n! g (_l)m (22)r172m
" ; A= ml(m — 2n)! ‘

Prvih nekaj je:
Hs3(z) = 823 — 122,

HO(Z) :17 Hl(z) :227 HQ(Z):4Z_27
Na sliki [£.5] jih je prikazanih prvih nekaj.
Trditev 4.23. Velja
Ho(z) = (—1)re L o2
" dzm

Izrek 4.24. Funkcija e2et—t? je rodovna funkcija za Hermiteove polinome, torej velja

oo
p27t—t% _ Z H’n(z)tn
n!
n=0
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Trditev 4.25. Veljajo naslednje zveze:
Hy(2) = 22H,_1(2) — H}_, (2),

H,(z) =2zHp-1(2) —2(n — 1)H,,_2(2)
H!(2) =2nH,_1(2).

\. J

Dokaz. Te zveze dobimo z odvajanjem rodovne funkcije po z in po t ter z nekaj matematicne telovadbe. [
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Poglavje 5

Robni pogoji

5.1 Nihanje strune
Nihanje strune u(z,t) opisuje diferencialna enacba
Ut = Py
za ¢ > 0. Imamo dva zacetna pogoja:
w(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z)

ter dva robna pogoja:
u(0,t) =0, wu(a,t)=0.

Uporabili bomo Fourierovo metodo separacije spremenljivk. To pomeni, da zapisemo iskano funkcijo kot
produkt dveh neodvisnih funkcij:

u(z,t) = X (2)T'(¢).
Ko to vstavimo v valovno enacbo, dobimo

Tt)X (x) = X" (2)T(t).

Delimo z v in imamo .

X"x) 1T() A\

X(x) 2Tt
Leva stran je odvisna samo od x, desna pa samo od ¢, zato morata biti obe strani konstantni in enaki —A\.
Ta faktor A dobimo iz robnih pogojev. Najprej se lotimo levega dela:

X"(z) + AX (x) = 0.
Robna pogoja sta X (0) = 0 in X (a) = 0. Lo¢imo tri primere:
e A=0: X"(x) =0, torej je X(x) = cx+d. Robni pogoji dajo ¢ =0 in d = 0, kar pa je samo trivialna

reSitev, ki nas ne zanima.

e A < 0: resimo karakteristi¢ni polinom in dobimo resitev X (z) = AeV=>* 4 Be=V=A* Iz robnih
pogojev sledi A+ B =0 in AeV=ra 4 BemV=a — . Iz prvega pogoja dobimo A = — B, iz drugega
pa 2Asinh(v/—Xa) = 0. Ker a # 0, mora biti A =0 in B = 0 ter smo spet dobili trivialno resitev.

e )\ > 0: v tem primeru je resitev X (z) = Asin(v/Az) + B cos(v/Ax). Iz robnih pogojev dobimo B = 0
ter bodisi A =0 ali Sin(ﬁa) = 0. Prvi primer nam spet da trivialno resitev, drugi pa ne. Ce velja
sin(vAa) = 0, mora biti v Aa = 7k za nek k € Ny (negativni k bi bili nesmiselni, saj imamo na levi

pozitivno Stevilo). Dobili smo
k
Xip(z) = sin(wz> .
a

Konstanto smo nastavili na 1, saj jo lahko Se poljubno prilagajamo z izbiro funkcije T}.
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Sedaj resimo enacbo za Tj:

T(t)

k k
Ti(t) = Ay cos<W0t> + By, sin(ﬂct> .
a a
Dobimo eno mozno reSitev

g (1) = Xo(2)Th(t) = sin@%) [Ak cos<’"“;ct> + By sm<’“;ct>] .

Ker je diferencialna enacba linearna, lahko razli¢ne resitve seStevamo skupaj:

t) = ;snl(k:-x) [Ak cos(Tct) + By sin(Tct)} .

Formalno gledano, ta funkcija zados$ca diferencialni enac¢bi in robnim pogojem. Vseeno pa nas zanima
nekaj stvari.

1T<t>:_kk:(m>2,

Resitev je znana:

1. Ali dobljena vrsta sploh konvergira?
2. Ali je vsota dobljene vrste sploh odvedljiva po x in/ali po t?
3. Za katere Ay, in By, sta izpolnjena e zacetna pogoja u(z,0) = f(z) in u(x,0) = g(x).

Ce lahko najdemo take Aj in By, da ustrezajo dovolj lepemu zacetnemu pogoju, potem je odgovor na
prvi dve vprasanji da. Ce lahko u dvakrat odvajamo po x in t, Ge vrsta konvergira in ¢e so izpolnjene
Se dolocene druge konvergence, potem u formalno resi naso parcialno diferencialno enac¢bo. Pois¢imo Se
koeficiente Ay in By. ZacCetna pogoja sta

u(x,0) = ZAksm(:E> w (i, ZBklmsin< )

Funkciji f in g razvijemo v Fourierovi vrsti na [0,a]. To naredimo tako, da jih najprej liho razsirimo na
interval [—a, a] s predpisom f(—z) = —f(x). Ker je raziritev liha, bo Fourierova vrsta vsebovala samo

sinuse. Dobimo
2 [ k
/ f(z sm(x) dz in By = — g(x) sin(wz> dz.
kme a

Opomba: oznatimo z F(z) vsoto Fourierove vrste funkcije f(x )
i) Ce je f kosoma zvezno odvedljiva, potem je f(x) = F(z), ¢e je f zvezna v x in
f@t) + f7)
2 9

¢e f ni zvezna v x. Zgornji izraz je povprecje leve in desne limite.

F(z) =

ii) Ce je f dvakrat zvezno odvedljiva, potem vsota Fourierove vrste konvergira enakomerno proti funkciji
f. Iz enakomerne konvergence sledi konvergenca glede na ds v L?[c, d].

iii) Ce imata f in g zvezne etrte odvode, potem je resitev razreda C2[0, al.

Neskonéna struna

V tem primeru imamo Spet enacbo
_ 2
Ut = C Ugy

z zaCetnima pogojema u(xz,0) = f(z) in us(x,0) = g(x), vendar brez robnih pogojev. Lotimo se je lahko s
Fourierovo transformacijo ali pa s pomoc¢jo posebne substitucije. Naj bo ( =z —ct in n = &+ ct. Zapisimo
diferencialno enacbo funkcije u(¢, 7). Velja

Uy = uCCﬂc + Uy = u¢ + Uy
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in
Ugy = Uce + Ucy + Un¢ + Uny = U¢e + 2Ucy + Uy

Pri tem mora u izpolnjevati dolocene pogoje, da lahko ena¢imo u¢, in uy¢. S podobnim postopkom pridemo
do izraza
ure = ¢ (uge — 2ugy + wny)-

To vstavimo v prvotno diferencialno enac¢bo in dobimo
e (g = 2uy + uny) = € (u¢e + 2ucy + ugy)
oziroma
Uey = 0.
Ce je odvod funkcije u,, enak 0, mora biti u, (¢, n) = Fy(¢). Ko to integriramo po 7, dobimo

u(¢,n) = F(¢) + G(n)

oziroma
u(z,y) = F(xz — ct) + G(z + ct).

Fizikalno gledano sta to dva vala, ki se premikata vsak v svojo smer s hitrostjo c. Sedaj moramo dolociti
F in G iz zacetnih pogojev:
u(x, 0) = f(x) = F(l’) + G(ZL‘),
u(z,0) = g(x) = G’ (z) — cF'(x).
Dobimo F' + G’ = f"in G' — F' = g/c. Resitev je G' = 1(g/c+ f') in F/ = L(f' — g/c). Po integraciji
dobimo

1 1 [®
G(z)= = — ds+C
(@) =3/@ +3; [ a)as+
in
F@) = 300) - 5 [ g(9)as—¢
z)=—-f(x) — — g(s)ds —C.
2 2c /o
Ko to vstavimo v resitev diferencialne enacbe, imamo
1 1 z+ct 1 r—ct
u(x,t):if(x—ct)—i—if(x—i—ct)—i—%/o g(s)ds—% ; g(s)ds+C —-C

oziroma
1 1 x+ct
u(z,t) = §(f(a:—|— ct)+ f(x —ct)) + % /7 t g(s)ds.

To imenujemo D’Alembertova formula

5.2 Toplotna enacba v eni dimenziji

Resujemo enacbo
Up = Clgy

za ¢ > 0 pri robnih pogojih u(0,t) = u(a,t) = 0 in zacetnem pogoju u(x,0) = f(x). Spet uporabimo
Fourierovo metodo separacije spremenljivk u(z,t) = X (2)T(¢). Dobimo

17T _ X" _

T(t)X (z) = cX"(2)T(t) in T X

—A.
Najprej resimo X” + AX = 0 pri robnih pogojih X(0) = 0 in X(a) = 0. To je identicen problem tistemu
k)2

pri vpeti struni, zato vemo, da A < 0 ne da netrivialne resitve, A > 0 pa da lastne vrednosti Ay = ( ’

za k € N in lastne funkcije Xy (z) = sin(’%r:c). T}, resi diferencialno enacbo

17T km\?
——=—Xg=—(— .
cT F (a)
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Resitev za Ty, je

k2 2
Ty (t) = Dy exp < a;r ct) ,

> k k272
t) = ZDk sin(Jz) exp (— ag ct) .

k=1

skupaj pa

Zagetni pogoj nam da
u(z,0) ZDk sm(:v)

Funkcijo f razvijemo v Fourierovo vrsto na [0, a] in dobimo koeficiente

/ flx sm(m) dx.
Druga moznost robnih pogojev je recimo X (0) = X’(a) = 0. Splosna resitev diferencialne enacbe za X je
X (t) = Acos(VAz) + Bsin(VAz).

Prvi pogoj X (0) = 0 nam da A = 0, drugi pogoj pa X’ (a) = vAB cos(v/Aa) = 0. Ta enacha ima netrivialne

2
resitve oblike v Aa = 5 + km. Lastne vrednosti so torej Ay = (W) za k € Ny, lastne funkcije pa
2k +1
Xi(x) = sin((;;)ﬂ-x) .

Kaj pa ¢e imamo naslednji robni pogoj: u(0,t) = A in u(a,t) = B? Tak problem prevedemo na prejsnjega.
Vzamemo

B—-A
x.

v(z,t) = u(z,t) — A — ,

Sedaj velja
UVt = Ut = CUgpy = CUgy,

torej tudi v zadosca enacbi prevajanja toplote. Imamo v(0,t) = v(a,t) = 0, kar znamo resiti. Zacetni
pogoj je enak

B—-A
v(zo) = f(z) — z.
Tako sestavljeno funkcijo v znamo izracunati, iskana funkcija pa je
B-A
u(z,t) = v(x,t) + A+ x.

5.3 Sturm-Liouvilleov problem

Resujemo problem oblike
P(z)y” + Qz)y’ + R(z)y = —\y

za zvezne funkcije P,Q in R na intervalu [a,b]. Ce definiramo Ly := Py” + Qy’ + Ry, potem se nam
problem pretvori na problem lastnih vrednosti Ly = —M\y, kjer je A neznan parameter (lastna vrednost).
Dodatno zahtevamo $e robne pogoje

ary(a) + aoy'(a) =0 in Biy(b) + B2y’ (b) = 0,

pri ¢emer a2 + a3 # 0 in B3 + 35 # 0. Takim robnim pogojem recemo lo¢ljivi. Prostor C[a,b] opremimo s

skalarnim produktom
b
9= [ f@isEda
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Zgled 5.1. Naj bo Ly = ¢” in naj imamo robna pogoja y(0) = 0 in y(a) = 0. Lastni problem se glasi
Ly=-Xy = y"+Xy=0.

Resitve za ta problem Ze poznamo: lastne vrednosti so Ay = ’i—’{z za k € N, pripadajoce lastne funkcije pa

yk () = ag sin(v/Agz).

Ce zelimo dobiti ortogonalne lastne funkcije, potrebujemo posebno preslikavo L. V primeru matrik so
to normalne matrike (take, za katere velja LL* = L*L). Njihova podmnozica so sebi adjungirane (L = L*),
podmnozica teh pa so hermitske (konjugirano simetricne). Ce je torej matrika A sebi adjungirana, velja

(Az,y) = (z,Ay), Vy,z.

Vrnimo se k naSemu problemu. Naj bodo u,v, P € C?[a,b], Q € C[a,b], R € C[a,b] ter P,Q, R realne.

b
(Lu,v) = / (Pu"Qu’' + Ru)vdx

a
b

b b
:Pu’ﬂzf/ (PE)’u'dz+Qui|Zf/ u(Qﬂ)’der/ Ruv dz

a

b
= [Pu'D — (PD) + Quo)’ + / u((Pv)" — (Qv) + Ro)dx

Zaradi realnosti P, @ in R dobimo:

b
(Lu,v) = [P(u'T —0'u) + (Q — P'yuv)’ + / u((Pv)” — (Qu)' + Rv) dx.

a

Ce je [P(u'T — 7'u) + (Q — P’)uﬂz = 0, potem je

b
(Lu,v = / u((Pv)" — (Qv)' + Rv)dz = (u, (Pv)” — (Qu) + Rv).

Tako lahko (formalno) definiramo L*v = (Pv)"”—(Quv)’+Rv. Zato recemo, da je L formalno sebi adjungiran,
e velja

(Pv)" — (Quv) + Rv = Pv” + Qv + Ru.
To razpisemo:
P"v 4 2P + P — Qv — Qv+ Ru— Pv" —Qu' — Ru=2'(P' = Q)+ v(P" — Q') = 0.

Veljati mora P’ = @ (iz ¢esar avtomatsko sledi P’ = Q'). L je torej formalno sebi adjungiran, ¢e je
P’ = Q. Dobimo:
Ly=Py"+Qy + Ry =Py"'+ Py + Ry’ = (Py')' + Ry.

Zanima nas torej problem Ly = (Py’)’ + Ry z lotenima robnima pogojema.

Trditev 5.1. Ce je diferencialni operator L formalno sebi adjungiran, potem velja Greenova
identiteta:

(Lu,v) = (u, Lv) + [P(u/T — ud')]" .

Dokaz. Ker je L formalno sebi adjungiran, je Q = P’, zaradi ¢esar se integrirani del ustrezno poenostavi.
O

Posledica 5.2. Ce funkciji u,v € C2[a,b] zadoscata locenima robnima pogojema, potem je
(Lu,v) = (u, Lv) za vsak formalno sebi adjungiran diferencialni operator L.
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Prostori z utezjo

Poglejmo si operator Ly = —Awy, kjer je w dana strogo pozitivna funkcija na La,b]. To funkcijo w
imenujemo utez, L pa je diferencialni operator s predpisom Ly = Py” + Qy’ + Ry. Ce imamo netrivialno
reSitev enacbe Ly = —A\wy, potem je A lastna vrednost, y pa lastna funkcija. Vpeljemo nov skalarni

produkt: ,
(fs Pw 12/ f(x)Mw(x) dz.

To je skalarni produkt z uteZjo w. Funkciji f in g sta ortogonalni z utezjo w, ¢e je (f, g),, = 0. Norma je
I fllw = /{f, f)w- Napolnitev prostora Cla,b] glede na ||+ ||, ozna¢imo z L2 [a, b].

Trditev 5.3. Lastne vrednosti formalno sebi adjungiranega operatorja L, kjer P nima nicel, so
pri lo¢enih robnih pogojih realne, lastne funkcije, ki pripadajo lastnim vrednostim, pa so med se-
boj ortogonalne z uteZjo w. Za vsako lastno vrednost A sta katerikoli pripadajoci lastni funkciji
linearno odvisni.

Dokaz. Naj bo Lu = —Muw. Zelimo pokazati, da A € R. Po trditvi velja (Lu,u) = (u, Lu), saj

homogeni robni pogoj iznic¢i dodatni ¢len. Dobimo:
(Lu,u) = (u, Lu)
(= Auw, u) = (u, —Auwv)
AUy W)y = =Nty W)y -

Ker je (u,u)y # 0, je A = X, oziroma A € R. Naj bo Lu = —Auw in Lv = —pvw, pri cemer A # p. Zelimo
pokazati, da sta w in v pravokotna glede na utez w. Imamo:

(Lu,v) = (u, Lv)

(= Auw, v) = (u, —pvw)
AU, V) = —pu, v)q
(b — A){u,v)y = 0.

Ker (# u, mora veljati (u, v),, = 0, oziroma u L, v. Naj bosta sedaj u, v lastni funkciji za lastno vrednost
A. Zelimo dokazati, da sta u in v linearno odvisni. Poglejmo si robni pogoj ayy(a) + asy’(a) = 0. Ker sta
u in v lastni funkciji pri istih loc¢enih robnih pogojih. Velja

aru(a) + agu'(a) =0 aqv(a) + av'(a) = 0.

w=[a] ==l =)

kijer so a,u, v € R?. Robni pogoj lahko kompaktnejse zapisemo kot ac-u = 0 in - v = 0. Ker sta vektorja
u in v oba pravokotna na a v R?, morata biti linearno odvisna. Torej obstajata taki konstanti ¢; in ca,
da velja cyu 4+ cov = 0. Vpeljemo y = ciu + cov. Zaradi linearnosti velja Ly + Awy = 0. Zato y resi
linearno diferencialno enacbo 2. reda z zveznimi koeficienti. Ker je y(a) = y'(a) = 0, zaradi enoli¢nosti
resitve Cauchyjeve enacbe velja y = 0, zato ciu + cov = 0. 0

Oznacimo

Regularni Sturm-Liouvilleov problem

Naj bo L oblike Ly = (Py’) + Ry, kjer je P realna zvezno odvedljiva funkcija, R pa realna zvezna funkcija
na [a,b]. Naj bosta P in w strogo pozitivni funkeiji. Problem, pri katerem moramo dolo¢iti A € C, za
katere ima enacba Ly = —Awy pri lo¢enih robnih pogojih

ary(a) + azy'(a) =0 in Biy(b) + B2y’ (b) =0,
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a? + a2 # 0in B2 + 32 # 0 kako netrivialno resitev y € C?[a,b] in dolo¢iti take y, imenujemo regularni
Sturm-Liouvilleov problem.

e Y

Izrek 5.4 (Sturm-Liouvilleov izrek). Za vsak regularen Sturm-Liouvilleov problem obstaja orto-
normirana baza Hilbertovega prostora L2 [a,b], sestavljena iz lastnih funkcij (u,)nen operatorja L.
Vse lastne vrednosti so enostavne in realne, ter zanje velja

lim A, = oo.
n—oo

Za vsak y € C?[a,b], ki zadoiéa robnim pogojem, velja, da vrsta

oo

Z <y7 un>wun

n=0

konvergira proti y po tocékah glede na metriko dy,(f,9) = /{f — 9, [ — w-

. J

Opomba: enostavna lastna vrednost pomeni, da ji pripada natanko ena neodvisna lastna funkcija
(dolocena do skalarnega veckratnika natancno). Ker lastne funkcije tvorijo kompleten ortonormiran sistem
v nekem vektorskem prostoru, jih mora biti Stevno mnogo, zato je tudi lastnih vrednosti neskonéno in
Stevno mnogo.

5.4 Stacionarna porazdelitev temperature na krogli

Resujemo enacbo u; = cAwu na krogli s sredis¢em v izhodis¢u in polmerom a. Temperatura ob ¢asu t na
tocki (r, 0, ¢) je u(r,0,p,t). Zanima nas stacionarno stanje, torej u; = 0, pri robnem pogoju u(a, 8, ¢, t) =
f(6,9). Resujemo torej

Au=0, u(a,b,0)=f(0,).
Ena moznost za iskanje resitve bi bila uporaba Greenove funkcije, izra¢un Poissonovega jedra in iz tega di-
rekten izracun funkcije u. Tokrat bomo enacbo resili s pomocjo Fourierove metode separacije spremenljivk.
Enacba se v sfericnih koordinatah zapise kot

0%u 2 0u 1 8( 8u> 1 0%y

T e T AN (s et - vu_
or? +7‘8r +r2 sin 6 90 St r2 sin® 0 Op?

Au = 50

Nastavek je
u(r,0, ) = R(r)®(p)O(0).
Dobimo 9 1 1
/! @ = /@ I . 9/ @ @/I .
R'O® + TR 0+ 7r251n0(® sinf)' RO + e’y RO
Delimo celotno ena¢bo z R®O:

R'" 2R (©'sin 9)’ ol
2 i 2 e s g\ smuy % o
7 sin 9( +r )—i—smﬂ 5 3 me.

Ker je leva stran samo funkcija spremenljivk 7 in 6 ter desna stran samo funkcija spremenljivke , morata
biti obe strani konstantni, recimo enaki m?2. ReSitev enacbe

" +m’® =0
smo tekom semestra srecali ze mnogokrat:
O (p) = Asin(mep) + B cos(my).

Ker opisujemo dogajanje na krogli, mora veljati ®(p) = ®(p + 2k7) za vsak k € Z (temu recemo, da je
2m-periodi¢na). Sledi, da mora biti m € Z, vendar zadosc¢a ze m € Ny. Drugo enacbo obrnemo na sledec

nacin:
9 <R” 2 R’> m? (©'sind)’
. _

LI - Y
R rR sinZ 0 Osinf
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Leva stran je samo funkcija spremenljivke r, desna stran je samo funkcija spremenljivke 6, zato sta obe
strani konstantni in enaki recimo A. Levo stran preoblikujemo v

R’ +2rR — AR = 0.
To je Cauchy-Fulerjeva diferencialna enacba 2. reda. Nastavek je R = r*. Dobimo
2 n—2 p—1 no_
rip(p — D)rt =2 4 2rprt = — At =0,
pp—1)+2u—A=0 = p?>+pu—-A=0.
Iz tega dobimo dve resitvi p; in ps, splosna resitev pa je
R(r) = Ar* + Br#?,

¢e (1 # Wa, oziroma
R(r)=r"(A+ Blunr),

¢e p1 = po = w. Poglejmo si Se diferencialno enacbo za O:
sinf(0'sin @) + (Asin? 6 — m?)© = 0.
Vpeljemo novo spremenljivko s = cos 6. Velja

@_@ﬁ_@(_ in0)
40~ dsdo  ds. omvr

fmamo de de de
! gi = —— g 2 = —— 1 — 2 = —— 1 — 2 .
©’ sin 6 I oin 0 P (1 —cos®0) ds( 5%)
Diferencialno enacbo za ©(#) spremenimo v enacbo za O(s):
d d de d de
. /. I s o el ! - _ 29> [ _ 2\ _ 2\ AN
sin§(0’sin )" = sin O(—sin ) e (©'sin ) sin Hds ( (1-s >ds) (1-s )ds ((1 s )ds) .

Ko dodamo Se preostali del, dobimo

d ,.dO m?

Ceje A = n(n+1) za n € N, so po trditvi resitve pridruzene Legendrove funkcije P)*. Vemo, da
pri fiksnem m funkcije (P™)2, tvorijo ortogonalno bazo prostora L?[—1,1]. Upostevajmo Se robni pogoj
u(a,d,p) = f(0,¢). Predpostavimo, da je f odvisen samo od € (imamo osno simetri¢ni robni pogoj):
u(a,d,p) = f(0). Pricakujemo, da bo f odvisna samo od 6, zato bo ® konstantna. Edina mozZnost je torej
m = 0. Resitve nase diferencialne enacbe so sedaj P = P,, ki so navadni Legendrovi polinomi, ki tvorijo
ortogonalno bazo prostora L?[—1,1]. Ker je A = n(n + 1), pri resevanju Cauchy-Eulerjeve enacbe dobimo

karakteristi¢no enacbo

Wt p—nn+1)=0 = (p—n)(p+n+1)=0.
Resitvi sta g1 =n in pugs = —n — 1 za n € Ny. Resitev diferencialne enacbe je
R(r) = Ar™ + Br—"1.
Ker je R omejena okoli izhodisca, je B =0 in R(r) = r™. Ena resitev naSe toplotne enacbe na krogli je
un (1,0, %) = B (7)05(0)®n ().

Pod vsemi pogoji dobimo uy,(r,0) = r™ P, (cosf), zato je splosna resitev enacbe

u(r, ) = Z A,r™ P, (cosb),
n=0
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¢e vrsta konvergira in ¢e jo lahko ustrezno-krat odvajamo po ustreznih spremenljivkah. Potrebujemo Se
konstante A,. Iz robnega pogoja sledi

= Z A,a" P, (cosf).
n=0

Uvedemo novo spremenljivko s = cos#. Imamo

(arccos s) g Ana” Py (

! 2 1
/ f(arccos s) Py, (s) ds —/ > Apa"Py(s)Pr(s) ds = Amam/ P(s)?ds = Amam%,

-1

Ko vstavimo nazaj s = cos ), dobimo

A, = o 1° / f(0)P,,(cos @) sin 6 do.

V splosnem, ¢e je f = f(6, ¢), namesto P, (cos ) dobimo funkcije P*(cos @) cos(myp) in P} (cos ) sin(mep).
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Dodatek: za radovedne

Ortogonalne funkcije s perspektive Sturm-Liouvilleovega problema

Sturm-Liouvilleov problem

V tem poglavju se bomo $e malo bolj poglobili v Sturm-Liouvilleove (SL) probleme. Tukaj se bomo
ukvarjali samo s formalno sebi adjungiranimi operatorji oblike

(L)) = 35 (PO §90) + Rlelale) = ~Nolaly(o)

Robne pogoje lahko v najbolj splosni obliki opisemo kot
ary(a) + azy'(a) = c1,

Bry(b) + B2y’ (b) = ca.

Takemu sistemu recemo Dirichlet-Neumannov mesan robni pogoj. Ce velja oy = 1 = 0 in nobena vrstica
ni trivialna, re¢emo robnim pogojem Neumannovi, ¢e pa je as = B = 0, jim reéemo Dirichletovi. Ce je
c1 = cg = 0, reCemo robnim pogojem homogeni. Glede na vrsto robnih pogojev loc¢imo tri vrste Sturm-
Liouvilleovih problemov (ali sistemov):

1. regularni Sturm-Liouvilleov problem: ¢e je robni pogoj homogen.

2. singularni Sturm-Liouvilleov problem: ce velja eden od slede¢ih pogojev:

P(a) = 0, brez robnega pogoja pri a, mesan homogen robni pogoj pri b;

enako kot prejsnja tocka, ¢e zamenjamo a in b;

p(a) = p(b) = 0 in brez robnega pogoja;
e interval (a,b) je neomejen.

V vsake primeru mora veljati y < oo, da se y smatra kot resitev problema, v zadnji tocki pa mora
biti resitev Se s kvadratom integrabilna.

3. periodicni Sturm-Liouvilleov problem: ¢e je P(a) = P(b), P,R > 0, P, R,w zvezne na [a,b] ter
y(a) =y(b) in y'(a) = y'(b).
O regularnih SL problemih smo nekaj ze povedali, naj ponovimo nekaj lastnosti:
e vse lastne vrednosti so realne in enostavne;
e lastnih vrednosti je stevno neskoncéno, vedno lahko najdemo najmanjso, lim, .o A, = o0;

e funkcije, ki pripadajo razlicnim lastnim vrednostim, so med sabo pravokotne glede na skalarni pro-
dukt (,+),. Lastne funkcije tvorijo kompleten ortonormiran sistem Hilbertovega prostora L2 (a,b).

w

Veliko teh lastnosti pove Sturm-Loiuvilleov izrek, ki ga je zelo tezko dokazati, Se profesor Magajna v svoji
knjigi dokazu nameni celotno poglavje (prvi komentar po izreku je “Za ta dokaz bomo potrebovali precej
priprave.”). Za singularni Sturm-Liouvilleov problem veljajo vse zgoraj omenjene lastnosti. Pri peri-
odi¢nem Sturm-Liouvilleovem problemu pa nastopi tezava, saj lastne vrednosti niso nujno ve¢ enostavne.
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Se vedno velja, da so lastne vrednosti realne, stevne, lahko najdemo najmanjso in lim,_,.c A\p, = 0o. Naj-
manjsSa lastna vrednosti ni nikoli degenerirana in lastne funkcije, ki pripadajo razli¢cnim lastnim vrednostim,
so Se vedno pravokotne. S takimi problemi se bolj podrobno ukvarja funkcionalna analiza oziroma njena
veja spektralna teorija. V nadaljevanju si bomo pogledali nekaj ze poznanih in nekaj novih ortogonalnih
naborov funkcij kot resitev Sturm-Liouvilleovega problema. V fiziki se pogosto pojavijo tovrstni problemi,
eden najbolj znanih je stacionarna enodimenzionalna Schrédingerjeva enacbas:

n* 9?
- 2m 0a?

U(z) 4+ V(x)¥(x) = E¥Y(z).

To niso nujno regularni SL problemi, zato so lastne vrednosti lahko tudi nestevne.

Legendrovi polinomi

Enacba, iz katere smo izpeljali Legendrove polinome, je
(22 = 1)y + 2z —v(v+ 1)y =0.
Resitev is¢emo na intervalu (—1,1). Ozna¢imo v(v + 1) = X in nekoliko preuredimo, da dobimo
(1 =2)y) = =Xy

To je singularni Sturm-Liouvilleov problem, saj je P(x) = 1 — 22, R(z) = 0 in w(z) = 1 ter velja
P(—1) = P(1) = 0. Sturm-Liouvilleov izrek nam ne zagotavlja, da bodo resitve polinomi (to moramo
ugotoviti sami, tako da resimo enacbo). Ugotovimo, da so lastne vrednosti A, = n(n + 1). Ko najdemo
pripadajoce lastne funkcije P, (z):

5]
Pu(e) = 3 (-1)F
k=0

w3

(2n — 2k)! ek
x
27kl(n — k)!(n — 2k)! '

nam Sturm-Liouvilleov izrek pove, da so te funkcije ortogonalne in tvorijo kompletno ortogonalno bazo za

L2(—1,1):
2
P m =5 19m-
/ (@) de = 5 =0

To pomeni, da vsako funkcijo f € L?(—1,1) zapiSemo kot vsoto Legendrovih polinomov:

= Z an Py (x)
n=0

2 1
= [1 F(2)Py () dz

Legendrovi polinomi so na splosno zelo uporabni v matematiki in fiziki. Njihovo uporabo lahko najdemo
v multipolnem razvoju in reSevanju azimutalno invariantne Laplaceove enacbe na sferi. Spoznali smo tudi
rodovno funkcijo za Legendrove polinome:

kjer je

Ap =

V=22t + 12 Z Fulz

Omenili smo pridruzene Legendrove funkcije, ki resijo SL problem oblike

m2

(=) = ==y =~

Pri tem je R(z) = m?/(1 — 2?) in je m € Ny podan. Lastne vrednosti so A = n(n + 1) za n > m. Lastne
funkcije so pridruzene Legendrove funkcije P/ (z), ki jih lahko definiramo tudi kot
PR = (-2 S P(2)
" dzm
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Velja

L 2 (k+m)!
| Ar@rr @ = b

Te funkcije so pomemben del sferiénih harmonikov, ki so pomembni pri opisovanju multipolov in atomskih
orbital ter resevanju Laplaceove enacbe na sferi.
Hermiteovi polinomi
Imamo Hermiteovo diferencialno enacbo

y" — 22y + 2vy = 0.
To enacbo lahko pretvorimo v SL obliko:

(e’ﬁy’)/ = —ye’wzy.
Interval, na katerem is¢emo resitve, ni omejen, zato je to singularni SL problem. Lastne vrednosti so
v =0,1,2,..., pripadajoce lastne funkcije pa so Hermiteovi polinomsi:

[5]

(71)m n—2m
H,(z) =n! m@z) .

[NE

m=0

Te funkcije na prvi pogled niso s kvadratom integrabilne, vendar moramo upostevati utez w(x) = e~

SL izrek nam pove, da so ti polinomi ortogonalni, velja
o0 2
/ H,(z2)H,, (2)e™ dx = 0pnv/72"nl.

Poisc¢emo lahko tudi rodovno funkcijo:

oo
2at—t2 _ Hy(z) ,,
e = E o t".
n=0

Ta rodovna funkcija se imenuje eksponentna, saj so ¢leni oblike ¢™/n!. Hermiteove polinome lahko defini-
ramo tudi kot

n_z? d" —z?

H,(x)=(-1)"e s

Najbolj Solska uporaba Hermiteovih polinomov je kvantni harmoniéni oscilator.

Cebisevi polinomi
Poglejmo si Cebisevo diferencialno enacbo:
(1—2?)y" —ay +n’y=0.

To preoblikujemo tako, da dobimo regularno obliko SL problema:

n2

V1 —x2y.

Enacbo resujemo na intervalu (—1,1) in velja P(z) = V1 — 22 ter w(z) = (1 —22)~ /2. Ker je P(+1) =0
imamo singularen SL problem. Lastne vrednostiso A = 0,1,4, ..., zato vzamemo n = 0, 1, 2, .... Pripadajoce
lastne funkcije so

(V1-a?y) =~

L

w3

. n!

2 @) —2))!

T.(z) = 2T (2 - 1)
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in se imenujejo polinomi Cebiseva. Vemo, da so CebiSevi polinomi ortogonalni, velja

(]

1
Tn (x)Tm (l‘) dx = 6mn

1 \/1—5(}2 2

V posebnem primeru, ko je m = n = 0, je integral enak 7. Poznamo tudi rodovno funkcijo:

1—tx
T, (z)t".
172tx+t2 Z

Rekurzivno jih lahko definiramo kot Ty(z) = 1, T1(z) = x, Th41(z) = 22T, (z) — Tp,—1 (). Velja zanimiva

relacija
T, (cos x) = cos(nx).

Prvih nekaj Cebisevih polinomov je

To(z) =1, Ti(z)==2, To(z)=2x>—-1, Ty(z)=4z>— 3z
Prvih nekaj je prikazanih na sliki

Polinomi CebiSeva

1 —To(l‘)
A TS 7N 7 N
7 N ’ \ \ (
A ’l . g, \(/ . | T1 X
/ \
v\ \ W ’ \ I I (
f l'\ { , \\ \ i T2 xT
0,5 1\ R i --- T
’ v\, ! L 1 R [ 3T
" \ LN ] \ I
L Nl --- Tu(e
u o | h \\ 1 \ \‘ l,' 4
| ! \ Iy
'
AN SN L e Ta(a
> 0 1 ! . 1!
,|,' \ ! 0 “ \ l,"
! \
1y “ 1 ” \ \ ! ” l:
[ N B \ \ \ [
[ ! \ \ ! [
—05 T R L
b) v ‘ A} N 1
THR I\ 1 \ \ Vet
TR} .Y / \ \ ) !
N 0 ! ) v
. , \ 7 \ (AR
4 \ \ W oy,
-1 N “LloN D2
-1 -0, 0 0,5 1
T

Slika 5.1: Prikaz prvih sest CebiSevih polinomov.

Laguerreovi polinomi
Laguerreova diferencialna enacba je
zy’ + (1 —2)y +ny = 0.

Preoblikujemo jo v
(e "y') = —ne "y.

Resitve is¢emo na intervalu (0,00), saj je P(0) = 0, torej imamo spet singularen SL problem.
vrednosti so vsa nenegativna cela Stevila, lastne funkcije pa se imenujejo Laguerreovi polinomsi:

o S ”!(*1)k ok
B kz:o (kY2(n — k)™~

Vemo, da so Laguerreovi polinomi med seboj pravokotni z utezjo e™*:

/ Ly () Ly (z)e™" dz = dpn.
0

116

Lastne



ROBNI POGOJI

Matematika IV

Obstaja tudi rodovna funkcija:
e—wz/(l—t)

Definiramo jih tudi s pomocjo formule
e’ d”
Ln(z) = n! dzn

(e ).

V fiziki jih uporabimo pri izracunu verjetnosti nahajanja elektrona v odvisnosti od oddaljenosti od jedra

atoma. Prvih nekaj je
1
Lo(x) =1, Li(x)=—-x+1, La(x)= 5(]“2 — 4z + 2).

Prvih Sest je prikazanih na sliki
Laguerrovi polinomi

5 1 1
1 1
1 1
1 1
7N 1 1
,/ AY 1 1
-7= N ! !
0 3 /’/” '7\\\ AN \ I’ l'
3 L 1 1
N8 AR ,
\\ \ \( "
SN \ \\ LY 1
—Lo(x) A Y 1
v
— Li(2) N !
—5H4 I N v !
N . 1
2(1) \‘ “ f
=== Ls(x) N
\
=== Lu(a) SIS
\ 1
- Ls(2) N
~ 4
—10 T T L
0 2 4 6 8 10
X

Slika 5.2: Prikaz prvih Sest Laguerreovih polinomov.

Obstaja se ve¢ drugih druzin ortogonalnih polinomov, med drugim Jacobijevi in Gegenbauerjevi poli-

nomi. Vec¢ino do sedaj povedanega deluje tudi v kompleksnem.
Legendrovi polinomi P, Pridruzene Legendrove funkcije P"
e Dif. enacha: e Dif. enacba: 5
2 " ’ m o
(® = 1)y" + 22y’ — o] —nn+1)y=0

(% = 1)y + 22y —n(n+1)y=0
o Utez: 1

e Def. obmocje: (—1,1)

e Rodriguesova formula:

o Utez: 1

e Def. obmocje: (—1,1)

e Rodriguesova formula:

1 — 2 m/2 dntm

( €T ) ($2 o l)n

i NG L
— 1"
2nn! dam (@ ) S ' -
. n 2nnl dxn+tm

e Skalarni produkt (P, Pyn): Omn 5 ° Skalargi prodfkt (P™, P™):
1 !
e Rodovna funkcija: —— 5m,im
1— 22t +t2 2n+ 1 (n—m)!
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Hermiteovi polinomi H,, Cebisevi polinomi 7},
e Dif. enacba: e Dif. enacba:

Yy — 2xy Jlr 2ny =0 (1 -2y —zy +n*y=0
o Utez: o Utez:

1—a? V1—a?
Def. QmeéJei R Def. obmogje: (—1,1)
Rodriguesova formula: Rodriguesova formula:

2 d7l 2
n_ —x —1)non l qr
( 1) e dz”e ( ; 'TL /17x2d 7l(1*$2)n7%
e Skalarni produkt (H,,, H,,): (2n)! .
Smn /T2 e Skalarni produkt (T),,T).): dmn
. oL 2at—t? 1—¢
e Eksponentna rodovna funkcija: e e Rodovna funkcija: x
1—2tx +t2

Laguerreovi polinomi L,
e Dif. enacba:

vy’ +(1—2)y +ny=0
o Utez: e ®
e Def. obmocje: (0,00)

. e’ d" -
e Rodriguesova formula: — (z"e™")
n! dzn

e Skalarni produkt <Ln,Lm.>: Omn
ot/ (1-t)

1-1¢

e Rodovna funkcija:

Jacobijevi polinomi P*?”
e Dif. enacba: (22 —1)y" +(B—a— (a+B+2)x)y+nn+a+p+1)y=0
o Utez: (1 —2)%(1+z)?
e Def. obmocje: (—1,1)
—1)" ar
e Rodriguesova formula: (2n )' (I—2)"*1+ x)_ﬁd— (1 —2)*(1+2)°(1—2*)")
n: "
ga+p+1 | !
Skalarni produkt <P7(LO"B),PT,(3’@>: Omn (n+ a)l(n + 5)
2n+a+p+1 nl(n+a+B)!

e Rodovna funkcija: 2°TPR™1(1 —t + R)"*(1 +t + R) ", kjer je R = (1 — 2t + t2)1/?

Gegenbauerjevi polinomi C,(La)

e Dif. enacba: (1 —2?)y” — (2a + 1)zy’ +n(n +2a)y =0

o Utez: (1 —x2)271/2

e Def. obmocje: (—1,1)

a+ HIT(n+2a)

20)(a+n+ 1)

217297 (n + 20)
ni(n +a)(T'(a))?

(="

2l T (1- m2)_(”%7(1 )

e Rodriguesova formula:
dan

(
(
Skalarni produkt (C$*, C$Y: 6,

1
(1 —2xt + )

Rodovna funkcija:

Hipergeometrijska funkcija

Obravnavajmo enacbo oblike
2(z—=1)y" +[(a+b+ 1)z —cly’ + aby = 0.

Imenuje se Gaussova ali hipergeometrijska enacba. Tocki 1 in 0 sta pravilni singularnosti, ostale tocke
so regularne. Is¢emo resitev v okolici izhodis¢a. Eden od karakteristicnih eksponentov je enak ni¢, zato
uporabimo nastavek y = Ziio cx2®, pod pogojem, da ¢y # 0. Koeficient pred z* je

k(k—1)ci — (k+ Dkcpyr +k(a+b+ 1) — (k4 1)ccpq1 + abey.
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ROBNI POGOJI

Za nenegativna cela Stevila ¢ dobimo rekurzivno zvezo

(a+E)b+ k)

Za c¢g izberemo 1, in dobimo

Cala+ 1) (a+k—1)bb+1).(b+k—1)  (a)(by)
e Kle(c+1)..(c+k—1) O

kjer smo vpeljali Pochhamerjev simbol:

I'(a+k)
= 1)... —1) = .
(@) =ala+1).(at+k—1) I'(a)
Resitev, ki jo dobimo, je
- @k g _ .
Y= kZ:o R 2" = F(a,b,c; z).

Definirali smo hipergeometrijsko funkcijo F(a,b,c; z). Izkaze se, da se vsako enacbo oblike
(z—a)(z=b)y" + (c+dz)y +ey=0
da prevesti na hipergeometrijsko enacbo. Poglejmo si nekaj posebnih primerov:

1
1—2z’

F(Lbbz) =) 2F=

k=0

kar je geometrijska vrsta (zato se F' imenuje hipergeometrijska funkcija, neke vrste posplositev geometrij-

ske). Velja tudi

I 171’§;22 :arcsinz
27272 z

In(1
F(1,1,2,—z2) = M
z

n

Kot zanimivost, Legendrovi polinomi (in tudi Cebiéevi) se lahko zapisejo s pomocjo hipergeometrijske

funkcije:

P,(z) = F(—n,n+1,1; %(1 —2)).

Obstaja se veC zanimivih lastnosti hipergeometrijske funkcije, s katerimi se tukaj ne bomo ve¢ ukvarjali.
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