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Pred vami lezi dokument, ki vsebuje zapiske predavanj doc. dr. Oliverja Dragicevi¢a pri predmetu
Matematika IIT za dodiplomske Studente fizike Fakultete za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani v
zimskem semestru studijskega leta 2022/2023. Zaradi ob¢asne odsotnosti profesorja sta del snovi predavala
tudi izr. prof. dr. Sago Strle in doc. dr. Klemen Sivic, ki sta nam zagotovila, da nam predavata karseda
enako, kot piSe v Dragic¢evi¢evih zapiskih. Vsebina zapiskov je v veliki meri dobeseden prepis s table,
obc¢asno pa je kakSna stvar parafrazirana, kakSen racun, ki ga je profesor prepustil studentom, do konca
izrac¢unan, kaksen dokaz ve¢ napisan, kaksen komentar dodan in kaksna domaca naloga reSena. Za zadnje
podpoglavje o Fourierovi vrsti nam je pri pouku zmanjkalo ¢asa, zato sem si pri tem pomagal s posnetki
predavanj izpred dveh let.

Cetudi je vsebina povzeta po predavanjih, ki so bila popolnoma korektna, so se v te zapiske nedvomno
prikradle raznovrstne napake — tipkarske, slovni¢ne in vsebinske. Ne vzemite vsega, kar notri pise, za
sveto, saj smo avtorji le studentje fizike. Ce opazite kakrsnokoli napako, mi jo prosim javite na
simon.bukovsek@gmail.com.

V teh zapiskih se uporabljajo naslednje oznacbe. Vektorji in vektorske funkcije so oznacene s krepko
pokonéno pisavo v in ne s puscico, razen v poglavju vektorskih prostorov, kjer so oznacujejo kot navadni
skalarji: v. Skalarni produkt je ve¢inoma oznacen s pikico a-b, kadar je o¢itno, da se mnozita dva vektorja.
Ce to ni o¢itno iz konteksta in v poglavju o Hilbertovih prostorih, je skalarni produkt oznacen z lomljenimi
oklepaji (a,b). Integrali po zaprtih ploskvah in sklenjenih krivuljah so posebej oznaceni s krozei: 55 in @
Komplement mnozice A je oznacen kot AL, pogoji pri definiciji mnozice pa so od prvega dela loc¢eni bodisi
s podpi¢jem, bodisi z navpi¢no érto (odvisno kateri profesor je predaval). Imaginarni del stevila z je Sz,
realni del je Rz.

Ceprav sem veéji del skripte napisal sam, so mi pri pisanju veliko pomagali sosolci Lev Podbregar, Ursa
Mati Djuraki, Vito Levstik in Nejc Funtek, za kar jim se jim iskreno zahvaljujem.

Simon Bukovsek
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1 Integrali s parametrom

V tem poglavju bomo obravnavali integrale (oz. integralske funkcije) oblike

b
Flt) = / o, t)dx,
a
kjer so —oo < a < b < oo in f dani. Spremenljivko ¢ imenujemo parameter. Zanimajo nas lastnosti F' in
kako so odvisne od lastnosti f in parametra ¢.

Zgled 1.1. Poglejmo si primer F(t) = fol exp(—tz)dz = 1_e+p(_t). Ta primer je analiti¢no resljiv in zato
nezanimiv.

Zgled 1.2. Sedaj si poglejmo en neelementaren integral:

oo
F(t) ::/ ' le " da.
0

Izkaze se, da ta integral konvergira za vse t > 0. Hitro se lahko prepricamo, da velja F1)=1,F2) =1
in F(3) = 2. Se veg, velja Fi(n+ 1) = nF(n).

Lastnosti, ki nas bodo zanimale, so zveznost, odvedljivost in integrabilnost.

Definicija 1.3. Funkcija f je zvezna v tocki x, ¢e Ve > 030 > 03: |[x—t| <d = |f(x)—f(t)| <
€.

Definicija 1.4. Naj bosta a,b € R, a < b. Funkcija f : [a,b] — R je enakomerno zvezna na
intervalu [a,b], ce Ve > 030 >03: |z —t| < d = |f(z) — f(t)] < e Vz € [a,b)].

Ce od tu naprej definiramo interval (a,b), avtomatsko predpostavljamo obstoj a,b € R in a < b.

Izrek 1.5 (Lagrange). Naj bo f : [a,b] — R zvezna na intervalu [a,b] in odvedljiva na intervalu
(a,b). Tedaj 3c € (a,b) : f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

\. J

Dokaz. Glej zapiske iz Matematike 1. O

Z drugimi besedami nam Lagrangev izrek pove, da na funkciji med a in b zagotovo obstaja tocka
¢ € (a,b), pri kateri ima funkcija enak odvod, kot je naklon premice skozi (a, f(a)) in (b, f(b)).

Trditev 1.6. Naj bodo a,b,c,d € R in f : [a,b] X [¢,d] = R zvezna. Tedaj je F : [¢,d] — R, dana
s predpisom F(t) = fabf(:c,t) dzx, tudi zvezna.

7Z besedo zvezna seveda mislimo na zveznost po tockah na celotnem definicijskem obmodcju.

Dokaz. Ocitno F' obstaja, saj je [ zvezna na zaprtem intervalu, torej je integrabilna. Vzemimo o € e, d]
in € > 0. Zelimo dokazati, da velja 3§ > 0 3: |t — to| < & = |F(t) — F(t9)| < e. Poglejmo si naslednje:

b b
[F(t) = F(to)| = /(f(%t)—f(w,to))dw S/ [f (@, ) = f(z, to)| .

Pri tem smo uporabili dejstvo, da je vsota integrala enaka integralu vsote, in trikotnisko neenakost. Sedaj
uporabimo izrek, da je zvezna funkcija na kompaktni mnozici tudi enakomerno zvezna. V R" so kompaktne
vse omejene in zaprte mnozice, kar je tudi definicijsko obmocje f. Iz tega sledi, da je f enakomerno zvezna.
To pomeni, da za poljubni tocki (x1,t1), (z2,t2) € [a,b] X [e,d] 3§ > 0 >: |(x1,t1) — (w2,t2)| < § =
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|f(w1,t1) — f(w2,t2)] < ;5. S tem smo povedali tocno definicijo enakomerne zveznosti, le da smo namesto
¢ vzeli /(b — a). Poglejmo naslednje: |(z,t) — (z,t0)| = |t — to|, kar vemo, da je manjse od 6. To pomeni

b

b
[ 150 - fat)lds < [ 5 dr—e.

Dobili smo, da ob |t — tg| < ¢ velja |F(t) — F(to)| < €, torej je F' zvezna. O

Trditev 1.7. Naj bo P = [a,b] X [¢,d] in f : P — R. Privzemimo, da je f zvezna, da obstaja
parcialni odvod %é, in da je ta odvod zvezen na P. Tedaj je F(t) = f; f(x,t) dx odvedljiva in
velja

_[rof

F'(t) = E(x, t)dx.

a

7 drugimi besedami, odvod se lahko ob danih pogojih prestavi znotraj integrala:

d [ o
&/a flz,t)de = j %(x,t)dx.

Dokaz. Vzemimo t € [¢,d] in € > 0. Naj bo h € R tak, da je t + h € [¢,d]. Tedaj velja
b

(F(t+h) — F(t)] = / %[f(x, t4+h) = f(a, )] da.

Sl

Ocenimo razliko .
[ et ) = fo0) ~ file. ) da.

Po Lagrangevem izreku za vsak posamezen x € [a, b] obstaja 6 € [0, h] kot funkcija x, ¢ in h, tako da

UGt ) = (0] = file,t+0).

/ab (f(x,t + h})L — fla,t) f{(ac,t)) e /ab[ftf(%t_i_ D

Ker je f/ zvezna na P, je tudi enakomerno zvezna, zato velja (po definiciji):

Sledi

€
346 >0 >: |($1,t1) — ($2,t2)| <) = |ft/(.131,t1) — fz($27t2)| < b—a
Sedaj vzemimo |h| < §. Potem velja |(z,t + 0) — (x,t)| = 0] < |h| < §, zato
b b,
/ 1t + ) — fl(, )] da < / dz — =
o o b—a
S tem smo dokazali, da za vsaka t € [¢,d] in € > 0 obstaja § > 0, tako da
F(t+h) — F(t b
he[=6,0], t+heed = 'H—}z()‘ —/ fl(z,t)dr < e.
a
To pomeni, da je odvod F' res enak izrazu na desni. O
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P. Naj bosta o, 8 : [e,d] = [a,b] odvedljivi funkciji. Tedaj je

B(t)
F(t) = /(t) f(z,t)dx

odvedljiva in velja

B(t)
F'(t) =/ i (z,t) dz + f(B(£),1)B'(t) — f(a(t), ) (2).

Posledica 1.8. Naj bo P = [a,b] X [¢,d]. Naj bo f : P — R zvezna na P in zvezno odvedljiva na

Dokaz. Uporabimo verizno pravilo. Ozna¢imo G(s,u,v) = fuv f(z,s)dz. Lahko zapiSemo F = G o
(id, «, B), zato velja
F'(t) =G (t, a(t), Bt) - t' + G (¢, a(t), B(t) - &/ (t) + G, (¢, a(t), B(t) - B'(2)
b
0
= [ g et o~ fa(t),0) ') + 1500 5 ).
O

Zgled 1.9. Poglejmo si primer
t
dx
F(t) = —_.
®) /0 x2 + t2
Integral znamo analitiéno izracunati, rezultat pride F'(t) = I. Poglejmo si dovod F'(t):

1 1 ¢ t 1 m
’t:/— d :—2/—d —__T
)= ) aiwre¥tee @ e T T T

Rezultat smo ze vedeli, saj je samo odvod analiticne resitve F(t). Na ta na¢in smo posredno ugotovili

vrednost integrala

¢ 1 1 7\ ,_5
/0—(172+t2)2d$—<1+§>t .

Izrek 1.10 (Fubini). Naj bo f : [a,b] X [¢,d] = R zvezna. Tedaj velja

/ab (/jf(x,t)dt) dx:/cd (/abf(x,t)dx> d¢

Dokaz. Naj bo y € [e,d], fy (s,t)dt in @(t f f(s,t)ds. Oznacimo naslednje:

:/a </Cyf(s,t)dt> ds:/a ¥(s,y)ds
:/y (/bf(s,t)ds> dt:/ygo(t)dt.

in

Ocitno velja G(c) = H(c) = 0 in dokazati moramo G(d) = H(d). Zadosti bo, ¢e pokazemo G’ = H':

H'( /fsy



Matematika III UL FMF

Definicija 1.11. Zaporedje (f,) konvergira enakomerno na mnozici U k funkciji f : U — R, ¢e
za vsak € > 0 obstaja tako velik N € N, da za vsako naravno stevilo n > N in za vsak z € U

velja |fn(z) = f(z)] <e.

Definicija 1.12. Definirajmo izlimitirani integral [~ f(x)da kot

M—o0

M
lim / f(z)dz,

e limita obstaja.

Definicija 1.13. Naj bo f : [a,00) X [¢,d] — R zvezna. Integrali [~ f(z,t)dz so enakomerno
konvergentni na [c,d), ¢e Ve >0 IMy > a 3: [ f(z,t)dz < e VM > My in Vt € [c, d).

\

Zgled 1.14. Naj bo

F(t) = /000 exp(—tz) dx

za t € [¢,d], ¢ > 0. Poglejmo si, ¢e so dani integrali enakomerno konvergentni. Izra¢unajmo

o 1 1
‘/ exp(—tx)dz| = gexp(—tM) < - exp(—cM).

M

Pri konstantnem ¢ vrednost zgornjega izraza konvergira k nicli, ko gre M — oo, torej so integrali enako-
merno konvergentni.

Trditev 1.15. Naj bo f : [a,00) X [¢,d] — R zvezna. Naj obstaja taka integrabilna funkcija
O : [a,00) = [0,00) D: V& > a,Vt € [e,d] |f(x,t)] < D(z) (D je enakomerna integrabilna

majoranta). Tedaj je F(t) = [ f(x,t)dx enakomerno konvergentna na [c,d).

Dokaz. Velja

S/ If(x,t)lde/ (z)de <e VM > My,
M M

‘ /Mw Fla,t)da

¢e je My dovolj velik, saj je ® integrabilna. O

Trditev 1.16. Ce je f : [a,00) X [¢,d] — R zvezna in F(t) = [° f(x,t) dz enakomerno konver-
gentna na [c,d], potem je F zvezna na [c, d].

Dokaz. Vzemimo ¢ > 0. Zaradi enakomerne konvergence obstaja My > a, tako da

‘/MOO fla,u) da

Za izbran M je f : [a, M] X [¢,d] — R enakomerno zvezen, zato obstaja 6 > 0, tako da za poljubne
t,to € [C, d], It — t()| <0 velja

<§ za VM > My in za Yu € [c, d].

9

|f($,t) - f(x,t0)| < m
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Velja pa tudi

|F(t) = F(to)| =

/ Tt) - feto) de

+ ‘/MOO f(z, to)dx

g g
Ssr—agM-9t3

= E.

M oo
< / |f<x,t>f<x,to>|dx+‘ /M Fo,t) de
E
T3

Izrek 1.17 (Fubini). Ce je f : [a,00) x [c,d] — R zvezna in F(t) = [~ f(x,t)dz enakomerno
konvergentna na [c,d], potem je F integrabilna na [c,d] in velja

/aoo </Cdf(x’t) dt) de — /Cd (/:O f(z,1) dx) dt. (1.1)

Dokaz. F je integrabilna, ker je zvezna na zaprtem intervalu (po Trditvi [1.16). Po Fubinijevem izreku
(Izrek [1.10) ze vemo, da za Vb > a velja

/ab (/Cdf(x,t)dt> de/Cd (/abf(ac,t)dx> dt. (1.2)

b
Fy(t) ::/ f(z,t) da.

Iz predpostavke izreka sledi, da F(t) = limy_, Fy(t) enakomerno za t € [c,d], v smislu Definicije [[.11] To

pa tudi pomeni, da velja
d d
lim / Fy(t) dt = / Ft) dt.
b—oo J. c

S tem smo dokazali, da limita desne strani Enacbe ([1.2)) obstaja. Seveda pa potem tudi limita leve strani
Enacbe ([1.2)) obstaja in je enaka limiti desne strani. Hkrati je po definiciji izlimitiranega integrala (1.12])
ta limita enaka levi strani v (L.1]). O

Oznacimo

o

Zgled 1.18. Spet obravnavajmo integral oblike F(t) := fo e dr za 0 < ¢ <t <d < oo. Dokazali smo

ze, da je F enakomerno konvergenten na intervalu [c, d], zato je na tem intervalu tudi zvezen in posledi¢no
integrabilen. Torej velja

d 00 d 00 p—cw _ e—dx
/ F(t)dt = / / e dtdr = / —  d=.
c 0 c 0 €

Po drugi strani pa je to preprosto enako fcd t=1dt = In(d/c). S tem smo na zanimiv nac¢in dokazali, da
velja

© p—cw _ e—dac
/ T —In(d/c) Ye,d >0,
0 .T

kar bi bilo bistveno tezje, ¢e bi se lotili z neposredno integracijo.
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Izrek 1.19. Naj bo P = [a,00) X [¢,d] in naj bo f : P — R taka, da velja:

e f je zvezna po tockah na P,

e obstaja %{, ki je zvezen na P,

O‘V’te[cd]ElF = [ f(z,t)dz in

o« G(t)=[7 & f(x t)dz je enakomerno konvergentna na intervalu [c, d).
Tedaj je F odvedljiva na intervalu [c,d] in velja F' = G. Drugace povedano,

d [ 9
a/a f(amt)dm:/a Ef(x,t)dx

Dokaz. Vemo, da je G zvezna, torej je integrabilna na [c,d]. Definirajmo H : [¢,d] — R s predpisom
= fcu G(t) dt. Osnovni izrek analize pove, da je H odvedljiva in H' = G. Torej zadoséa dokazati, da
velja F' = H + « za nek a € R. Velja naslednje:

u):/ua(t)dt:/u/oo%f(m)dmdt
1)/ / fxt dt dx

/fxudx

d
H(u) = )+ a.

\

—/ f(.¢) = F(u) - F(c)

Pri izra¢unu smo uporabili Trditev (1) in osnovni izrek analize (2). S tem smo dokazali, da velja

F'(u) = H' (u) = G(u). O

Zgled 1.20. Vzemimo b > 0 in definirajmo F : (0,00) — R s predpisom

oo —ar _ ,—bx
F(a) = / £ "° d
0 X

Oznacimo jedro s f(x,a). Funkcijo f lahko razsirimo na [0, 00) x (0,00) na naslednji na¢in. Definirajmo
zvezno funkcijo ¢ : [0, 00) — (0, 00),

%(1—6_“) s x#£0,
1 ; x=0.
Sedaj lahko f zapiSemo s pomocjo np kot f(xz,a) = ap(azx) — bp(bz). Najprej si poglejmo odvod f po

a: Ouf(x,a) = —e™**. Funkcija G(a) = — fo e~ dx je, kot smo dokazali v prejsnjem zgledu, lokalno
enakomerno konvergentna na (0, oo) To pomeni, da je F' odvedljiva na (0, c0), torej

> 1
F'(a) = —/0 e dr = ——.

a

Sledi F(a) = C' —1Ina. Ker je F(b) =0, je C =1nb. S tem smo dokazali, da velja

oo —ar _ ,—bx
F(a):/ de:1n<b> Vb > 0.
0 a

T

Zgled 1.21. Obravnavajmo integral oblike

I:/°° sinxdm'
O x
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Najprej dokazimo, da f > @ dx divergira. To je zelo preprosto dokazati. Vzamemo lahko neko konstanto
1 > ¢ > 0, za katero zagotovo velja, da je sinz > ¢ na neskon¢no enako dolgih intervalih 77, Z5, ... Integral
lahko ocenimo takole:

°°|sina:|d < d |sinaL‘|d < = € e > =1
ez [ ez | Sdrz) s
0 ]:1 IJ ]:1 I.] :

Ocitno izraz divergira. Znak 2 pomeni, da je izraz na levi vedji od desnega dela pomnozenega z neko
pozitivno konstanto. To bi sicer lahko pomenilo, da je izraz na levi manjsi od izraza na desni, vendar nam
zapis zagotavlja enako hitro rast — Ce izraz na desni divergira, to velja tudi za izraz na levi.

Sedaj se vprasajmo pomembnejSe vprasanje: ali dan integral sploh konvergira? Z drugimi besedami,
ali obstaja K = limp; o0 fOM Sigx dz? Na to bomo odgovorili v dveh delih. Najprej bomo pokazali, ¢e
obstaja L = lim,_ fﬂ" S’gz dz, n € N, potem obstaja tudi K in velja L = K, ter potem, da L res
obstaja. (To je precej nenavaden vrstni red dokazovanja — kaj ¢e dokazemo, da velja K = L, in potem
da L divergira? Ampak za enkrat se bomo zanasali na dejstvo, da primera verjetno ne bi obravnavali, ¢e

limita ne bi obstajala.)

Najprej predpostavimo, da L obstaja (seveda tega Se nismo dokazali). Vzemimo ¢ > 0. Po predpo-
stavki, da L obstaja, obstaja tudi tak no € N>:ng > 5 in |fmr sing g, _ L < 5 za Vn > ng. Nenavadna

xr
izbira epsilonov je pomembna, da se dokaz lepo 1Z1de Definirajmo My = wng. Tedaj za M > M; in

M
M nmwo_: M .
/ szdx—L / Smxdx—L’—F / smxdx .
0 z 0 x nm x

n = | =] velja
Ker je n > ng = L%J je prvi izraz na desni strani manjsi od 5. Hkrati pa je
M M
sinx sinx 1 M—-—nr 1 1 €
/ dxg/ | |d </ —dr < ———— < —< — < -

x x nm no
Pri tem smo uporabili prej definiran pogoj za ng, ki se je do zdaj zdel nenavaden, ter o¢itno dejstvo, da je
M —nm < 1. Ce sedaj zdruzimo zadnji dve ugotovitvi, dobimo

M .
/ Mnxdx—L
0 .T

S tem smo dokazali, da velja limps oo f5 S22 dz = L, e lim, oo fi " 322 do = L.

<

s

<Eifo.
2 2

Naslednji korak je dokazati, da lim,, fomr sinz

(DT Gin DT smx ~ T sinu -
dor = E / E / du = E (—
/0‘ X k e o u + kﬂ' =0

k=0" T

dx sploh konvergira. Ni¢ lazjega! Poglejmo sledece:

V drugem koraku smo naredili substitucijo x = u + k7. Prisli smo do alternirajoce vrste, kjer so vsi ¢leni
ar > 0 in limg_,o, = 0. Sedaj uporabimo Leibnizovo pravilo, ki nam zagotovi, da vrsta Ezozl(—l)kak
konvergira, v nasem primeru k L. S tem smo dokazali, da integral na zacetku vprasanja zares obstaja.
Naravno pa se nam takoj postavi vprasanje, kaksna je njegova vrednost.

o
I(t) ::/ ST —te gy
0

Definirajmo

T

za t > 0. Da lahko s to funkcijo naredimo kaj uporabnega, moramo najprej dokazati, da obstaja, in da je
odvedljiva.

Naj bo f(z,t) = 2L = p(z)e ", kjer je
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ki je zvezna na R. To pomeni, da je f(z,t) zvezna na R?. Odvod f po t je enak d;f(z,t) = —e @ sinax,
ki torej o¢itno obstaja in je zvezen na R2. Navedeni pogoji zagotavljajo, da I(t) obstaja.

Ce si zelimo pomagati z odvodi, bomo morali uporabiti Izrek to pa pomeni, da moramo Se
preveriti, ali je funkcija

G(t) ::/ e “sinz dr
0

vsaj lokalno enakomerno konvergentna na (0, 00). Tega ni tezko preveriti. Za z > 0 in ¢ > ¢ ocenimo

—t cx

e sinz| < e~

in uporabimo Trditev Dokazali smo enakomerno konvergenco na intervalu [c, 00) za poljuben ¢ > 0.

S tem so predpostavke za uporabo Izreka izpolnjene:

dt T
> 9 sinx
= ———e "dz
0 3t xr

o0
:—/ e ginede
0

e~ (tsinz — cosx)|™
241 0

1
241

Integriramo in dobimo:

t

d

I(t):/ = C —arctant, ¢>1.
w ToH+1

Za dolocitev konstante si poglejmo limito v neskoncosti:

oo

1
lim |I(t)] < lim e " dr = lim -~ =0.

t— o0 t—oo J t—oo t

Po drugi strani je limita arctan enaka 7, torej mora veljati C' = 3.

I(t) = g — arctan(t) = arccot(t), ¢ > 0.

Kako nerodno, toliko truda smo vlozili, da smo dobili vrednost I(t) za vsa pozitivna Stevila, ko je
bilo vse, kar smo potrebovali, vrednost v ni¢li. Ce hoéemo dobiti vrednost I (0), moramo dokazati, da je
funkcija I(t) zvezna v tocki t = 0. Po Trditvi je dovolj dokazati, da je I(t) enakomerno konvergenten
na intervalu [0, o], za nek o > 0. Dokazali pa bomo, da je I(t) enakomerno konvergenten kar na [0, 00).
Zadosca vedeti, da za Ve > 0 Ing e N3:n > ny = |fn°: Sirf dz| < e Vt > 0. Z besedami povedano,

najti moramo tak n, da bo absolutna vrednost integrala enakomerno poljubno majhna za vse nenegativne
t. Velja:

/ Sinxdx (%)/ sinu eft(qunTr) duS/ idu:l.
ne T 0o u+nm 0 nmw n

Pri tem smo uporabili substitucijo enako kot prej v dokazu (1) in dejstvo, da je ostanek konvergencne
alternirajoce vrste manjsi ali enak absolutni vrednosti prvega izpuscenega clena (2). Ker je 1/n lahko
poljubno majhen, smo dokazali enakomerno konvergenco I(t) na intervalu [0, 00), zato je po Trditvi
I zvezen v 0. Sledi I(t) = § — arctant za V¢ > 0, torej:

* sinx T
de = —.
0 z 2

10

@

> T sinu
-1 k —t(u+km) d
Z( ) /0 U+ [ b

k=n
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1.1 Eulerjevi funkciji I' in B

Definicija 1.22. Za t > 0 definirajmo Fulerjevo I" funkcijo kot

()= / zi e da.
0

Zgornji integral je lokalno enakomerno konvergenten na (0, 00).

Dokaz. Izberemo M > 1, iz ¢esar sledi x > 1. Tako dobimo neenakost:

o0 oo o0
/ 2 le ™ dx S/ 2lt=e= g S/ Ve " dx.
M M M

Pri tem smo oznacili v = max|t — 1| = max(|c — 1|,|d — 1|); t € [¢,d]. Zgornji izraz konvergira k 0 za
dovolj velik M za katerokoli konéno realno Stevilo -, saj eksponentna funkcija raste hitreje kot katerakoli
potencna funkcija. O

Posledi¢no velja:
e I je zvezna na (0, 00),

) I'(t) = /0OO %(xt_le_x) dr = /Ooo(:ct_le_“C In(z)) dz,

kar je spet lokalno enakomerno konvergenten integral. Torej velja I' € C1(0,00) (je zvezno odve-
dljiva), z indukcijo pa lahko preprosto pokazemo, da je tudi gladka: T' € C'*°(0, c0).

Velja: T (t+1) = fooo xte™® dz, kar lahko integriramo z metodo per partes (du = tz'~!dz,v = —e~%) in

dobimo
o0

D(t+1)=—a'"te
0

—_———
040

Ker jeI'(1) =1, velja'(n 4+ 1) = nl; n € N.

+t/ el dr =t -T(t); t > 0.
0

Definicija 1.23. Za p,q > 0 definirajmo Fulerjevo B funkcijo kot

1
B (p,q) ::/ 2P~ (1 — x)7 da.
0

Z uporabo substitucije © = 1 — z lahko hitro ugotovimo, da velja B (p,q) = B (q,p).

Trditev 1.24. Za o, 5 > 0 je

™

2 1
/ sin® tzcos’ lxdr=-B g,é .
o 7 \2° 2

Dokaz. Uvedemo novo spremenljivko u = sin” z. ... O

11
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Izrek 1.25 (Fubini-Tonelli). Naj bodo a,b,c,d € RU{—oc0,+oo} in naj bo f : [a,b] X [¢,d] — R
wwezna funkcija. Ce je f(z,y) > 0 za VY € [a,b] in Yy € [c,d] ali f; fcd |f(z,y)| dydz < oo, potem
obstajata f; fcd f(z,y)dydz in fcd f;f(:z:,y) dz dy ter velja

/ab/ff(x,y)dydx:/cd/:ﬂm,y)dxdy.

Ta izrek bomo dokazali kasneje.

Trditev 1.26. Za p,q > 0 velja

[ee] up—l
B = —d
(p,q) /0 T o &
Dokaz. V definicijo B funkcije vpeljemo novo spremenljivko u, da velja z = 5. ... O

Trditev 1.27. Za p,q > 0 velja

Dokaz. Zapisimo I'(p + ¢) v integralni obliki kot fooo xPT4 le=® dg. Za poljuben u > 0 uvedemo novo
spremenljivko y s predpisom x = (1 + u)y. Dobimo sledece:

Pt a) = [ (b oy ot 0o g dy
0

—1 o0
uP — ! / yp+q—1e—(1+u)y dy.
0

F(p—l-Q)m

V prvem koraku smo naredili substitucijo, kjer smo pridobili en faktor (1 + u), meje pa se niso spremenile,
saj je 1 +u > 0, v drugem koraku pa smo iz integrala izpostavili dolo¢en konstantni faktor, ga nesli na
drugo stran in obe strani mnozili z uP~!. Sedaj integriramo obe strani po spremenljivki v od 0 do oo:

r ~ p—1 p+q 1 —uy )
(p+q)/0 (1+uP+q / u / dydu

Na levi strani opazimo B funkcijo, na desni pa lahko uporabimo Fubini-Tonellijev izrek V nadaljnjem
koraku uporabimo substitucijo s = uy:

I'(p+q)B / / uP P lyle Ve dudy

/ / sPle sy ds e Yyl dy

—/ Y1 Le VT (p) dy

0
=I'(p)T'(q).

Poglejmo si naslednje:

1 2 1 1 7\'/2 71'/2
I'N-) =Bl=,=]=2 sin® z cos® zdz = 2 dz = .
2 2'2 0 0

12
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Kako nenavadno, pravkar smo dokazali, da velja:
I(1/2) = / Vrze T dx = /.
0

Ne samo to, s pomo¢jo tega lahko dobimo tocno vrednost I'(n/2) za katerikoli n € N. Na primer I'(11/2) =

945,/7/35.

Trditev 1.28. Za 0 < p < 1 velja

m
sin(pm)

B(p,1 —p)=T(p)I'(l —p) =

Zanima nas, ¢e lahko I' funkcijo aproksimiramo s kaksno elementarno. Tezava nastane, ker funkcija izre-
dno hitro narasca. Vecina Solskih kalkulatorjev ne more izra¢unati vrednosti ve¢jih od I'(70) in I"(1000000)
ima ze ve¢ kot 5 milijonov stevk. Pri izpeljavi iskane aproksimacije nam bo pomagalo vprasanje, kako nu-
mericno izrac¢unati integral logaritma od 0 do nekega n € N:

1 j=2 k=1

Po drugi strani, ¢e integral analiti¢no izvrednotimo, dobimo nln(n) —n + 1. Ko to sestavimo skupaj in
antilogaritmiramo, dobimo:
nlnn—n+1=Inn!—Inv/n,

nl=e-n"e "/n.

Ta priblizek je tocen samo toliko, kolikor je to¢no trapezno pravilo pri integriranju. Recimo, da ne zaupamo
faktorju e spredaj, ampak sumimo, da bi morda bil boljsi kaksen drug faktor.

Izrek 1.29 (Stirling).

T—r00

lim T'(z)vx (g)z = V2.

Drugace povedano, velja n! ~ (n/e)™y/2mwn. Sicer pa faktor v/2m a2 2,51 sploh ni tako dale¢ od e & 2,72.

13
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2 Riemann-Darbouxov integral v R"

Za zatetek se omejimo na dve dimenziji. Veliko definicij in izrekov bo zelo podobnih tistim iz Matematike
L

Naj bo P = [a1,b1] X [az,b2]. Naj bo f: P — R omejena funkcija. Pravokotnik razdelimo na manjse
pravokotnike P;;, tako da izberemo delitev na slede¢ nacin:

a1:x0<x1<...<xn:b1,
az =yo <Y1 < ... <Ym = bz,

D={Pj = [zi—1, 2] X [yj—1,y5); i=1,2,...,n; j=1,2,,...,m}.

Oznagimo ploséino P;; s |Pi;| = (z; — xi—1) - (yj — yj—1). Za vsak i in j ozna¢imo:

mi; = inf(f(z,y)) in Mi; = sup(f(z,y)), (2,y) € By

Definicija 2.1. Spodnja Darbouzova vsota za f prirejena delitvi D = {P;; | i = 1,...,n; j
1,...,m} za pravokotnik P je
n m
=22 Ml
i=1 j=1

Zgornja Darbouzova vsota za f prirejena delitvi D = {P;; | i = 1,...,n; j = 1,...,m} za pravoko-

tnik P je
D)= > My|Pyl.
i=1 j=1

Ce poleg delitve D v vsakemu pravokotniku P;; izberemo Se testno tocko &;; € P;j, imenujemo nabor
vseh takih tock & usklajen nabor.

' ‘

Definicija 2.2. Riemannova vsota za f, prirejena delitvi D na pravokotniku P in usklajenemu

naboru testnih tock &, je
n m
R(f,D,6) =YY (&) Pyl-

i=1 j=1

Definicija 2.3. Delitev D’ je finejsa od delitve D, ¢e je vsak pravokotnik iz D unija nekaterih
pravokotnikov iz D’.

Trditev 2.4. Naj bo f omejena funkcija na pravokotniku P = [a1,b1] X [ag,bs]. Ce je D' finejsa
delitev kot D, potem je
s(f,D) < s(f,D') < S(f, D) < S(f,D).

\

Dokaz. Na vsakem pravokotniku bo infimum manjsi ali enak supremumu, zato mora biti zgornja Darbo-
uxova vsota vecja ali enaka spodnji. Ko razdelimo pravokotnik na ve¢ delov, zagotovo ne more biti infimum
katerega od delov manjsi od infimuma celotnega dela, zato je poljubni ¢len m;;|P;;| delitve D zagotovo
manjsi ali enak vsoti ¢lenov delitve Y my /| Py /| delitve D', katerih unija je P;;. Iz tega sledi, da mora
veljati s(f, D) < s(f,D’'). Za zgornje vsote je argument ravno simetricen. O

[ Posledica 2.5. Za poljubni delitvi Dy in D velja s(f, D1) < S(f,D2). ]

14
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Dokaz. Naj bo D delitev, ki je finejsa od D; in Ds. Velja:

Definicija 2.6. Naj bo s(f) = sup s(f, D) po vseh delitvah D pravokotnika P. Naj bo S(f) =
inf S(f, D) po vseh delitvah D pravokotnika P.

Iz posledice 2.5 sledi, da je s(f) < S(f).

Definicija 2.7. Naj bo P C R? pravokotnik in funkcija f : P — R omejena. Funkcija f je
integrabilna v Darbouzovem smislu, ¢e velja s(f) = S(f). To skupno vrednost imenujemo (dvojni)
integral funkcije f po pravokotniku P, ozna¢imo pa jo z

//P f(z,y) dx dy.

Zgled 2.8. Naj bo P =[a,b] x [¢,d] in f: P =R, f(x,y) =k, k € R za V(z,y) € P. Naj bo D poljubna
delitev pravokotnika P. Velja m;; = k in M;; = k, za Vi, j:

s(f,D) = Zmij|Pz’j| = kZ|Pij| = k|P|,
. ¥

S(f,D) = Zmij|Pij| = kZ|Hj| = k|P|.
2] (2%

Sledi s(f) = S(f), torej je konstantna funkcija integrabilna:

// kdx dy = k|P|.
P

Zgled 2.9. Naj bo P =10,1] x [0,1] in f: P — R s predpisom

f:{l; (z,y) € @,

0; sicer.

Taki funkciji se rece karakteristicna funkcija za racionalna stevila. Ker vsak interval vsebuje racionalna
in iracionalna &tevila, so v vsakem pravokotniku z neprazno notranjostjo tako tocke, ki pripadajo Q2, kot
tudi take, ki ne. Za poljubno delitev D = {P;;|i, j} za pravokotnik P je m;; = 0 in M;; =1 za Vi, j. Sledi
s(f,D)=01in S(f,D) = 1in s(f) = 0 in S(f) = 1, torej f ni integrabilna (v Darbouxovem smislu) na
intervalu P.

Vse zgornje argumente lahko posplosimo v R™ z naslednjo zamenjavo:
pravokotnik P € R? — kvader K C R,

[al,bﬂ X [ag,bg] — [al,bl] X ..o X [an,bn].

Delitev kvadra K je razrez na manjse kvadre, dan z delitvami intervalov [a;,b;]. D = {K;|i = 1,...,m}.
Kvadre v delitvi ostevil¢imo samo z enim indeksom. Volumen kvadra je enak:

n

K| =T - ai).

i=1

15
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Definicija 2.10. Naj bo K C R" kvader in f : K — R omejena funkcija. Za poljubno delitev
D ={K;|li=1,...,n} kvadra K in usklajeno izbiro testnih tock &; € K; je Riemannova vsota

R(f,D,€) = 3 F(&)IKil.

f je Riemannovo integrabilna, ¢e obstaja limita Riemannovih vsot, ko gre delitev proti 0, neod-
visno od izbire testnih tock £. Bolj formalno to pomeni, da Ve > 03§ > 0, da vsaka delitev

D = {K;|i = 1,...,n}, za katero je velikost stranic K; manjsa od ¢ za vse i in za poljubno uskla-
jeno izbiro testnih tock & = (&) velja |R(f,D,€) — I| < e. Ce ta limita obstaja, jo imenujemo
Riemannov integral funkcije f na kvadru K.

Trditev 2.11. Naj bo K C R™ kvader in f : K — R omejena funkcija. Funkcija f je integrabilna
v Darbouzovem smislu natanko tedaj, ko je Riemannovo integrabilna.

\. J

V levo je to zelo lahko dokazati, ker za vsako delitev D in izbiro testnih tock & velja s(f,D) <
R(f,D,&) < S(f,D), celotnega dokaza za ekvivalenco pa ne bomo navajali.

Oznaka za integral v R? po kvadru K je:

//K f(z,y,2)dedydz.

Namesto integrabilnosti v Darbouxovem smislu pa je pogosto lazje preveriti naslednji pogoj.

Trditev 2.12. Naj bo K C R™ kvader in f : K — R omejena funkcija. Tedaj je f integrabilna na
K, natanko tedaj ko Ve > 0 3 delitev D za K, da je S(f,D) — s(f,D) <e

Dokaz. ( = ) Ker je f integrabilna, je s(f) = S(f). Vemo tudi, da je s(f) = sup(s(f,D)) in S(f) =
inf(S(f,D)). Izberemo & > 0. Iscemo delitev D, da bo S(f,D) — s(f,D) < e. Po deﬁnlcul supremuma
3Dy, da je s(f,D1) > s(f) — 5. Prav tako po definiciji infimuma 3D, da je S(f,D2) < S(f) + 5. Naj bo
D finejsa delitev od D; in Ds. Potem je

S(f,D) 2 5(£.D1) > 5(f) — 5

S(fa )<S(faD2)<S(f)

l\Dlm

To pomeni, da je

S(,D) = s(£.D) < 5(f) + 5 = s(H) +

)

N | ™

torej

S(f.D)—s(f,D)<e
(=) Ve >03D, daje S(f,D) — s(f,D) <e. Ker je s(f,D) < s(f) in S(f,D) > S(f), velja:
0<S(f)—s(f) <S(f,D) —s(f,D) <e
za Ve > 0. 1z tega sledi, da je S(f) = s(f), torej je f integrabilna. O

Ta dokaz pa nikakor ne pomeni, da obstaja taksna delitev D, za katero bi veljalo s(f,D) = S(f, D).

Izrek 2.13. Ceje K C R"™ kvader in f : K — R zvezna funkcija, potem je f integrabilna na
kvadru K.

16
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Dokaz. Ker je K kompaktna mnozica (omejena in zaprta v R™), je f na K omejena in posledi¢no enako-
merno zvezna. To pomeni, daza Ve > 035§ >02:z,y € K, |[x —y| <d = |f(z) — fly)| < ¢/|K].
Izberimo delitev D za K, tako da je premer vseh kvadrov K; iz D manjsi od §. Velja:

m; = nf f(z) = min (),

M; = sup f(x)= max f(x).
z€K; €K
Ker je funkcija omejena, smo lahko supremum in infimum zamenjali z minimum in maksimum. Ker sta
m; in M; vrednosti f v nekih tocka znotraj K;, mora veljati 0 < M; — m; < ¢/|K|, saj sta tocki manj kot
0 narazen. Sledi:
€

S(D) = s(£,D) = 3o (Me = m)lKil < 3l il = e 21Kl = K| =

i

Oznacimo
I(K) = {f : K — R|f je integrabilna na K}.

Velja
C(K) C I(K) € {omejene funkcije na K}.

Trditev 2.14 (Lastnosti integrala).
1. Ce sta f in g integrabilni na kvadru K, potem je tudi f + g integrabilna na K in velja

/K(f+g)dV:/dev+/Kgdv.

2. Ce je f integrabilna na K in je c € R, potem je tudi cf integrabilna na K in velja

/chdec/deV.

3. [monotonost] Ce sta f in g integrabilni na kvadru K in je f < g za vse tocke iz K, potem je

/devg/Kng.

4. [trikotniska neenakost] Ce je f integrabilna na K, potem je tudi |f| integrabilna na K in

velja
'/deV'g/KfldV-

Opomba: prvi dve tocki povesta, da je Z(K) vektorski prostor in integral [ 5 Jje linearni funkcional.

Dokaz. Vaja — uporabi integral z Riemannovimi vsotami in upostevaj enakosti konénih vrst ... O

2.1 Integracija po omejenih podmnozicah v R”

Zaenkrat znamo integrirati le po kvadrih, v tem poglavju pa si bomo ogledali integriranje na omejenih
podmnozicah poljubnih oblik. To bomo zmogli z razsiritvjo poljubne podmnozice na podmnozice oblike
kvadrov, ki jih Ze znamo integrirati.

Naj bo A C R™ poljubna omejena mnozica in f : A — R omejena funkcija. Ker je A omejen, obstaja
kvader K C R™ 3: A C K. Funkcijo f razSirimo na K 3:

oy @) 5 weA
Jw) = {0 ;o A

17
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Zgornja notacija naj velja za naslednje definicije.

e '

Definicija 2.15. Definirajmo integral na omejeni podmnozici A kot

/fda:l...dxn ::/ fdxl...dxn,
A K

¢e desni integral obstaja.

Opomba: definicija [ 4 [ je neodvisna od izbire K.

Definicija 2.16. Za omejeno podmnozico A C R™ definirajmo njeno karakteristicno funkcijo:

(2) 1 ;5 z€A,
&) =
XA 0 ; z¢ A

Definicija 2.17. Omejena podmnozica A C R™ ima n-razsezZno prostornino, e je konstanta 1
integrabilna na A. Tedaj oznacimo

V(A) =V,(4) :/Aldasl...da:n = ./KXA dzy...dz,,

kjer je A C K.

\

Zgled 2.18.
1. Naj bo

A= (@QxQ)n([0,1] x [0,1]).

/1dxdy:/ xadzdy
A [0,1]%[0,1]

ne obstaja, zato A nima 2-razsezne prostornine.

Vemo, da

1
A:[O,I]CR—>V1(A):/ lde =1,
0

3. Naj bo
A=1[0,1] x {0} CR.

Izberimo poljuben ¢ > 0 in definirajmo pravokotnik P = [0, 1] x [0, ] in ocenimo:
OS/XAdxdy§1-|P|=6—>/ xadrdy = 0.
P P

Sedaj se lahko vprasamo: kdaj ima neka omejena podmnozica prostornino? Poglejmo si naslednje
trditve.
Opomba: vsaka omejena podmnozica A C R" je omejena z nekim robom, ki ga bomo oznaéili z 0A in ga
imenujemo r0b omejene mnozice A.

Lema 2.19. Naj bo Q kvader, ki seka tako A kot AL, Potem Q seka OA.

Dokaz. Izberimo a € ANQ inbe AL NQ. Naj bo v(t) = (1 — t)a + tb parametrizacija daljice od a do b.
Naj bo
to = inf{t € [0,1]; v(t) € A"}
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Tocka ~(to) pripada A. Poljubna okolica (e-krogla) okoli ~(to) po definiciji vsebuje tocke iz AC(~(t);¢ >
to), prav tako vsebuje tocke iz A. V posebnem primeru, ¢e je y(tp) = a, sledi vy(to) € A. O

Opomba: obratno ni nujno res! Namre¢, ¢e @ seka A, ne seka nujno A in AC,

Trditev 2.20. Naj bo A C R"™ omejena podmnoZica. A ima n-razsezno prostornino, ¢e in samo
ée V,(0A) = 0.

Dokaz. Naj bo K kvader, tako da velja A C K in naj bo D = {K;|i = 1, ..., m} delitev kvadra. Oznacimo
mnozico kvadrov, ki sekajo A in AC 2 E. Opazujmo:

S(xa,D) = s(xa,D) = Y _(M; — m;)|Ki,

zaradi lastnosti funkcije x4:
Mi —m; = 0 N Ki SZ A,
1 ; K;€F.

Kar pomeni, da je razlika integralskih vsot vecja od ni¢ le na 0A in velja:

S(xa,D) = s(xa,D Z|K|

Za dovolj fine delitve je torej razlika S — s poljubno majhna. S pomo¢jo Leme[2.19]in opombe pod dokazom
lahko mnozici ' dodamo tudi kvadre, ki se le dotikajo roba 0A. Tako lahko definiramo novo mnozico W,
ki vsebuje vse K; iz D, ki sekajo 0A. Zdaj spet ocenimo razliko vsot:

S(XA7D) - S XAa < Z |K | - XaAa )

Od tu sledi: ¢e je V,,(0A) = 0, potem obstaja V;,(A). O

Trditev 2.21. Naj bo A C R™ omejena podmnozica. V(A) = 0, ¢e in samo ée za vsak e > 0
obstaja koncéno mnogo kvadrov s skupno prostornino manj od €, katerih unija vsebuje A.

Dokaz. Ker je 0 < xa < 1, je s(xa,D) > 0 za vsako delitev D, torej je tudi s(x4) > 0. Ker velja
V(A) =0 < s(xa) = S(xa) =01in S(xa) > s(xa) > 0, velja ze samo V(A) =0 < S(xa) = 0.
Zgornja Darbouxova vsota pa je enaka ni¢ natanko tedaj, ko Ve > 0 obstaja delitev D = {K;|i = 1,...,n}
za kvader K D A, da je S(xa,D) < €. Velja namreé

S(éa, D ZMIKI— Z |K;| <e.

i|KiNA#D

[ Posledica 2.22. Koncna unija mnoZic s prostornino 0 je mnoZica s prostornino 0. ]

Dokaz. Naj bodo Ay, ..., A C R™ omejene mnozice s prostornino 0, tako da velja A = Uf 1 A;i. Izberimo

e > 0, tako da za vsak A obstaja konéno mnogo kvadrov s skupno prostornino £, katerih unija vsebuje

Aj;. 1z tega sledi, da unija vseh kvadrov vsebuje A in je njihova prostornina V(A) < kf =e. O

Zgled 2.23.
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1. Naj bo A = {ay, ...ar} C R™ mnozica samih tock. V(A4) = 0, zato, ker lahko vsako od toc¢k zapremo
v poljubno majhen kvader.

2. Naj bo A = 9([0,1] x [0,1]) C R? unija stranic kvadrata. V(A) = 0, saj je A unija 4 daljic.

Trditev 2.24. Naj bo K C R*™! kvader in funkcija f : K — R integrabilna. Tedaj ima graf
'y ={(z, f(x)) € R*"|z € K} n-razsezno prostornino enako 0.

Dokaz. Izberimo € > 0. Ker je f integrabilna, obstaja delitev D = {K;|i = 1,...,m} za kvader K, da velja
S(f,D) —s(f,D) <e. Naj bo Q; = K; x [m;, M;]. Velja

Z|Qi| =D (M; —my)|Ki| = S(f,D) - 5(f,D) <e.

3

Torej je druzina kvadrov @); koncen nabor s prostornino manjso od €, hkrati pa je I'f v celoti vsebovana
v uniji teh kvadrov, saj za vsak K; velja m; < f(x) < M;. O

Trditev 2.25. Naj bo K C R™ kvader, A C K mnoZica s prostornino 0 in f : K — R omejena
funkcija, ki je izven A enaka 0. Tedaj fK fdV obstaja in je enak 0.

Dokaz. Naj bo M = supg |f| = sup, |f|. Ker je V(A) = 0, za poljuben € > 0 obstaja kon¢na druzina
kvadrov Q1,...,Qi, da je A C |J,; Qi in ), |Q;i| < e. Privzeti smemo, da je Q; C K za vsak i. Sedaj
obstaja delitev D = {K;|i = 1,...,m} za kvader K, ki je usklajena s kvadri @Q; v smislu, da je vsak Q;
unija nekaterih kvadrov K;. Velja

S(£,D) =D supf- K| < MY K| <M} |Q;] < Me.
i g i J

Podobno pokazemo, da je s(f, D) > —Me, tako da dobimo
S(f,D) —s(f,D) < 2Me za Ve > 0.

To pa pomeni, da tak integral obstaja in je enak 0. O

s D

Trditev 2.26. Naj bo K C R" kvader in f : K — R omejena funkcija, ki je integrabilna na K.
Ce za A C K wvelja V(A) =0 in ée za omejeno funkcijo f: K — R velja f = f na K\ A, tedaj je

f integrabilna in velja
/ fdv = / fav
K K
ne glede na definicijo f na A.

\. J

Dokaz. Uporabimo Trditev na f — f . O

Definicija 2.27. Naj bo A C R” poljubna mnozica (ne nujno omejena). Pravimo, da ima A n-
dimenzionalno (Lebesquovo) mero 0, ¢e Ve > 0 obstaja Stevna druzina kvadrov {4;;j € N}, da

velja

AcC DAJ» in > |4l <e.
j=1

Jj=1

To oznacimo z m(a) = 0.

Ce ima A prostornino 0, je iz do sedaj povedanih izrekov zelo o¢itno, da ima tudi mero nic.
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Zgled 2.28.

1. Premica v R? ima mero 0:

vzemimo premico R x {0}. Vzemimo neskonéno pravokotnikov dolzine 1 in Sirine 27" za vsak n € N.
Zacénimo pri v izhodiscu in okoli premice podolgem zlagajmo pravokotnike izmeni¢no enega na levo
in enega na desno. Vsak odsek (m,m+1); m € N bo zagotovo vsebovan v kateremkoli pravokotniku.
Na ta nacin ovijemo celotno premico v pravokotnike, katerih skupna prostornina je > 27" = ¢,
torej je njena mera nic.

. A=QnJ0,1] nima prostornine v R, velja pa m(A4) = 0:

Ker je A stevna, lahko pisemo A = {q1,q2,...}. Naj bo Z; = (¢; — 27971, q; + £27771). Tedaj je
{Z;;j € N} pokritje za mnozico A s povrsino ¢.

3. Podobno velja m(Q) =0 v R.

[ Trditev 2.29. Stevna unija mnozic z mero 0 ima mero 0. ]

Dokaz. Naj bodo Bj C R", j € N mnozice z mero 0. Vzemimo € > 0. Naj bo {A;x; k € N} pokritje za B,
s prostornino 277. Tako pokritje o€itno obstaja, saj je mera B; enaka 0. Tedaj je {A;;J, k € N}stevno

pokritje |J ;B s kvadri skupne prostornine ¢. O

Izrek 2.30 (Lebesgue). Naj bo K C R™ kvader in f : K — R omejena funkcija. Tedaj je f
integrabilna natanko tedaj, ko ima mnoZica nezveznosti f mero 0.

Izreka ne bomo dokazovali, ker je dokaz predolg. Karakteristicna funkcija za racionalna Stevila ni
zvezna nikjer, to pomeni, da ima mnozica nezveznosti mero neskonéno, in zato ni integrabilna. Lahko pa

nakuhamo funkcijo, ki je nezvezna natanko v vseh racionalnih $tevilih, recimo f: R — Q:

fz) = {%’ ¢e z € Q in je x = ;- okrajsan ulomek;

0, cex¢Q.

Ta funkcija se imenuje Thomaejeva funkcijal

Definicija 2.31. Pravimo, da lastnost £ velja skoraj povsod na mnozici X C R", ¢e velja povsod
razen na mnozici z mero ni¢. Simbolno povedano: m({z € X; L ne velja v 2}) = 0. To ozna¢imo
z s. p. ali a. e. ali p. p. (iz francoske presque partout).

Posledica 2.32. Ce je A C R" omejena mnoZica, tedaj V(A) = [xadV obstaja < xa je
zvezna skoraj povsod na R" <= m(9A) = 0.

Definicija 2.33. Mnozica K C M™metricni prostor jo Lpompakina, ¢e za vsako odprto pokritje ob-
staja kon¢no podpokritje.

Vemo ze, da je mnozica K C R™ kompaktna, natanko takrat ko je zaprta in omejena.

[ Trditev 2.34. Naj bo A C R™ kompaktna mnoZica. Tedaj je V(A) =0 < m(A4) =0.

Dokaz. (=) Implikacijo v desno smo ze dokazali.

( < ) Najprej uvedimo novo oznako. Ce je K kvader, naj bo 2K odprt kvader z istim srediséem in

dvakratnim radijem. Vzemimo ¢ > 0. Ker je m(a) = 0, obstajajo zaprti kvadri {41, A, ...}, tako da


https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae%27s_function
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kjer je n dimenzija. Sedaj odprti kvadri 24; pokrivajo A. Ker je A kompaktna mnozica, obstaja N € N
tako da ze konc¢na unija {24;;j = 1,..., N} pokriva A. Sldedi, da je

N N o)
DV(RA) =D 2"V(A4) <2 V(4 <e.

Ker je € > 0 poljuben, je V(4) = 0. O

Definicija 2.35. Ce za vsako tocko z iz mnozice A C R" velja, da obstaja taka okolica tocke ,
ki je vsa znotraj A, potem pravimo, da je A odprta (in ne vsebuje svojega roba). Ce je komple-
ment mnozice A odprt, je A zaprta (in vsebuje cel svoj rob).

Definicija 2.36. Ce V(A) obstaja in je strogo vecji od ni¢, tedaj za f € Z(A) oznacimo

1
(fla:= m/Af(x)dm

To je poupreéna vrednost (povprecje) funkcije f na mnozici A.

Izrek 2.37 (Lastnosti integrala). Naj bo mnoZica A C R™ omejena:
1. f,geZ(A) = f+geZ(A) in

/A(f—l-g)dV:/Ade—i-/Ang.

2. Za vsak c € R je cf € I(A) in
c/dez/cde.
A A

3. f,g€Z(A) in f(z) < g(x) Vx € A =

/Afdvg/Agdv
'/Afdv]szlﬂdv.

5. f €Z(A) in A ima prostornino —

4 feT(A) —> |f] € T(A) in

[ 114V < veaysuisl.
A A
6. Privzemimo:

o Ai, Ay C R™ omejeni mnoZici;

() V(A1 N AQ) = 0,’

e f: A UAy; = R je omejena;

[ ] f € I(Al) ﬁI(Az)
Tedaj je f € (A1 U Az) in
fav= [ fav+ [ fav.
A1U/A2 A/l Z

\. J

Dokaz. Dokazali bomo samo 6. Ostalo je vaja. Karakteristicno funkcijo na A; U Ay lahko zapisemo kot
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XA1UA; = XA, + XA, — XA,nA,- 1z tega sledi

/de:/de+/de— / dezf{de#—lde,

A1UA5 Aq Az A1NAs

kerjeV(A1ﬂA2):0 - fAlﬂAgdeZO' O

Trditev 2.38. Naj bo K C R" kvader in f : K — [0,00). Tedaj [} f(z)dz =0 = f(z) =0
skoraj povsod.

Dokaz. Definirajmo K,, = {x € K; f(z) > 1}. Tedaj

1
= Knﬁdx< an(x)dxﬁ/}{f(x)dx:&
Torej V(K,,) = 0 za vse n, zato m(K,,) = 0 Vn € N. Sledi m({z € K; f(z) # 0}) = m(U,,eny Kn) =0. O

2.2 Fubini-Tonellijev izrek

Izrek 2.39 (Fubini-Tonelli). Naj bo f : [a,b] X [¢,d] — R integrabilna. Privzemimo, da je Y €
[a,b] funkcija f(z,*): [c,d] = R, y— f(x,y) integrabilna na [c,d]. Tedaj je

/ flz,y)dady = /b /df(:z:,y)dy dz.

[a,b] X [c,d]

Levi strani re¢emo dvojni integral, desni pa iterirani integral.

Posledica 2.40. Ce sta f in f(+,y) (2 ekvivalentno definicijo kot zgoraj) integrabilni, je

/ flz,y)dady = /(jf(x,y)dx) d

[a,b]x[c,d]

Posledica 2.41. Ce je f : [a,b] x [¢,d] — R zvezna, potem je

| e dxdy—/(/bf@,y)dx dy:/b(/df(x,y)dy) dz.

la,b] X [c,d]

\. J

Dokaz. Definirajmo g : [a,b] — R s predpisom g(z f f(z,y) dy, ki obstaja po predpostavki. Oznac¢imo

I =[a,b] in J = [¢,d]. Zelimo
[ fewdrdy= [ g

IxJ T
Izberimo delitvi Dy = {I; = [z;—1,2;]; i =1,...,m} za [ in Dy = {J; = [y;-1,y;]; 1 =1,...,n} za J. Naj
boD =Dy xDy={P;; =I; xJj;i=1,...,m;j =1,...,n} delitev za I x J. Oznacimo Se m”(f) =infp,, f
in M;j(f) =supp,, f. Velja

=Lml |Pw|—2<2mw |J|) 1L

=1
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Izberemo i € {1,...,m} in x € I;. Tedaj je

mi;(f) = f&y) < Jnf f(ﬂf y) =m;(f(z,)).

561172167

Za izbrana x in 7 sledi

d
Zm” |J|<Zm] NI = s(f( ,-),Dz)ﬁ/f(x,y)dyzg(x)

Vie {l,...,m} in Va € I;. Tedaj za Vi € {1,...,m} velja tudi
me )il < inf g(z),

saj neenakost velja za vsak x iz intervala I;. Zdruzimo to dognanje s prejSnjim:
m
D) < inf I = Dy).
) < _Z;zlg[ig(x)\ il = (9, D1)
1=

Simetri¢ni postopek naredimo s supremumi in dobimo

S(faD) < S(gapl) < S(Q,Dl) < S(va)

za vse delitve D = D; x Dy za pravokotnik I x J. Izberimo £ > 0. Ker je f integrabilna, po Trditvi
obstaja taksna delitev D, da je S(f, D) — s(f, D) < e. Direktna posledica tega in zgoraj dokazanega pa je

S(g,D1) — s(g,D1) < e. Po Trditvi je tudi g integrabilna in integrala sta enaka. O
Zgled 2.42.
1. Naj bo P = [-1,1] x [-2,2] C R? pravokotnik in f(z,y) = 1 — %2 — % Zanima nas integral

I = [[pf(z,y) dx dy. Ker je f zvezna, lahko po posledici [2.41] “ dVQ]Ill integral izracunamo kot
iterirani integral v kateremkoli vrstnem redu:

I:/_22(/_11(1—§—Z)dx> dy:/_Z(Q—g) dy =8
1:/_1(/_2(1—?—1) dy) dxz/_ll(l—g)dxzs.

2. Naj bo P =[0,1] x [0,1] C R? in A = PN {(x,y) € R%y < x}. Naj bo g(x,y) = z. Definirajmo
fx,y) = g(,y)xale,y) za V(z,y) € P. Tedaj je

I://Ag(x,y)dxdy://Axdxdy://P:cXA(x,y)dxdy:/Pf(z,y)d:rdy.

Funkcija f je nezvezna kve¢jemu na daljici med (0,0) in (1, 1), torej je po Lebesguovem izreku
integrabilna. Prav tako sta f(x,+) in f(+,y) integrabilni. Torej je

rr. [t 1 1 1 L .
0o \Jo 0 o ; 3

1 1 1,2 ,

e / / axa(z,y)de ) dy =/ Yy ==

0 \J0 o 2 3

ali

ali
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Trditev 2.43. Naj bodo I = [a,b] interval, funkciji o, B : I — R zvezni in taksni, da velja o < 3,
mnoZica A = {(z,y) € R?|x € I,y € [a(z), B(x)]} in funkcija f : A — R zvezna. Tedaj velja:

//f(ﬂ%y)dxdy:/b 7)f(x,y)dy dz.
A a \a()

\. J

Dokaz. Pri dokazu nam lahko pomaga Slika 2.1} Ker sta o, 8 zvezni sta na I omejeni, obstaja pravokotnik
P C R?, tako da je A C P = [a,b] x [c,d]. Definirajmo funkcijo f : P — R, tako da

7 _Jf@y) 5 (xy) €A,
ﬂL”’{o @) A

Tocke nezveznosti f so vsebovane v I'y, UT'3. Po Trditvi imata I'y in I'g prostornino 0 v R?2, torej
velja tudi V(I', UT'g) = 0. To pomeni, da je f zvezna povsod, razen v mnozici z mero 0, kar po izreku
(Lebesgue) pomeni, da je funkcija f integrabilna na P. Podobno velja, da je za vsak = € I funkcija
y — f(x,y) odsekoma zvezna in integrabilna na [c,d]. Uporabimo Izrek (Fubini):

femdrdy= [ fewdea= [ ([ Fampa)ar=[ ([ Feway) d
A P a \Je a \Ja()

ker je f =0 razen na y € [a(z), B(z)). O

Slika 2.1: Dvojni integral

Podoben izrek velja tudi za obratni vrstni red x in y.

Zgled 2.44. Naj bo D obmoéje v R? omejeno z : y = z in y = 22. Obmog¢je je prikazano na Sliki
Izracunajmo integral funkcije f(z,y) = « 4+ y na D. Uporabimo zgornjo Trditev

b ' 1 1 1 1 3
_ _ 3_ 2 A9 a2 dp— — (224~ LY _ 2
//Df(q:,y)dxdy /0 /IZ(J:—I—y)dydx /0 (x° =z +2%/2—2°/2)dx <4 3+10 6) 20

Lahko pa tudi obrnemo vrstni red in dobimo:

2 1. 1 1) 3
207

/Ol/yx/?(:rﬂry)dxdy:/ (yx/ﬂ—y2+y/2—y2/2)dy:(5_3+4_6

1
0
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Slika 2.2: Integracijsko obmocje v nalogi

Posplositev na visje dimenzije

7

Izrek 2.45. Naj bosta A C R™, B C R™;m,n € N kvadra in funkcija f : A x B — R integrabilna.
Za vsak x € A naj bo funkcija y — f(x,y) integrabilna na B. Tedaj velja:

A[é f(z,y) dzdy = A/ B/ f(z,y)dy | de.

Posledica 2.46. Naj bo funkcija F : K = [a,b] X [c,d] X [e, f] = R zvezna. Tedaj velja:

I b d f
// F(z,y,z)dzdydz = // /F(m,y,z)dzdxdy:///ny, )dzdy dz.
K

[a,b]x[c,d] e

Trditev 2.47. Naj bodo A C R? mnoZica, funkciji o, B : A — R zvezni in taksni, da velja o < 3
na A, mnoZica B = {(x,y,2) € A x Rla(z,y) < z < B(z,y)} in funkcija f : B — R zvezna. Tedaj

velja:
ﬁ z7 )
// flz,y)dV = // / f(z,y,z)dz | dS(z,y).
a(z,y)
Zgled 2.48.

1. Imamo mnozico A = [0, 1] x [—1,1] x [0, 1]. Izra¢unajmo vrednost integrala funkcije
f(z,y,2z) = x + y + z na mnozici A:

111 1 1
///(m—l—y—i—z)dxdydz:///x—f—y—l—z dzdydx—//x+y+1/2)dxdy—/(2sc+1)d =2
A 010 01 0

2. Naj bo T tetraeder z oglisci (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Izracunajmo vrednost integrala funkcije
flx,y,2) = (x+y+2)2. T predstavimo kot obmocje med dvema grafoma (ploskvama) A C R?; A =
{(z,y) |y <1—2 A0 <z <1}. Spodnja ploskev je tako del ravnine z = 0 in zgornja = +y + z = 1.
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Zdaj uporabimo zgornjo trditev in dobimo:

l—z—y
///(m+y+z)2dxdydz:// / (x+y+2)*dzdS (z,y)
T A0
1 1— l—z—y 11
:/ / / (x+y+2)> dzdydx—//
o Jo 0
0 0 z+
11
/(1 (z+y) dydxfé// 3 dwdz
0 0 =z

x

1
t? dt dy dz
Y

3. Naj bo telo T C R3 omejeno z x = 0,y = 0,2 = 2,2 = 22 + 4% in 2,y > 0. Torej je telo T med A =
{(z,y) € ]0,00) x [0,00);2% + y? < 2} in med grafoma funkcij z = a(z,y) = 2% +y%, 2 = B(z,y) = 2.
Prikazano je na Sliki Zdaj lahko s pomocjo trditve izracunamo naslednji integral:

V2V2—22 2
///de // / xdzdS (z,y) = / / / rdzdydz
22442 0 0 z24y2
V2V2—z?

z(2 — 22 —y?)dyde

o\E o\
o

(x(? — 2?2 22 - %/2 — :r23> dz

Qﬁ 1 :

g/x 3/2dx__§/t1/3dt
0 2

8 2

1

Slika 2.3: Integracijsko obmocje pri nalogi [2.48]3.
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2.3 Uvedba nove spremenljivke

g Y

Izrek 2.49. Naj bodo I C R interval, funkcija ¢ : [a,b] — I zvezno odvedljiva in funkcija f : I —
R zvezna. Tedaj velja:
©(b)

[ 1@ /fww»mea
»(a)

Definicija 2.50. Naj bo U C R”™ odprta mnozica in za j = 1,...m € N definiramo funkcije
; + U — R, ki so parcialno odvedljive na vse spremenljivke. Tedaj Jacobijevo matriko za ¢ =
@(p1,-.-pm) definiramo kot matriko vseh odvodov po vseh spremenljivkah:

91 .. O¢

Oz O,
Jo= :

Oz, Oxy

Izrek 2.51. Naj velja
e A C R"™ omejena odprta mnoZica s prostornino,
@ : A — R" injektivna funkcija iz razreda C*,
det(Jep(x)) # 0 za ¥x € A,
x +— det(Jp(x)) je omejena na A,
©(A) je omejena in ima prostornino,
f:@(A) = R je integrabilna.
Tedaj je tudi x — f(p(x))|detJp(x)| integrabilna in velja

f(z dx—/ flp(t))|detJp(t)| dt.
®(A)

. J

Dokaz. (Skica dokaza za n = 2). Naj bo A pravokotnik in {P;;} delitev za A. Velja

|| tenaw @S [ sy dmdy—Z<f>¢<Pﬁ>|sa(Pm)|.

@(A) w3 (Pij)

Enakost (1) velja, ker smo predpostavili, da je ¢ injektivna. Po izreku o srednji vrednosti obstajata taka
tocka (ui;,vi5) € Pij;, da je
(e, = Fleuig, vij)).

Predpostavimo, da ima pravokotnik P;; dolzino Aw in §irino Av, ter da je njegova leva spodnja tocka (u,v).
Ce je pravokotnik dovolj majhen, lahko ¢udno obliko v katero se slika aproksimiramo s paralelogramom
(v vigjih dimenzijah s primerno dimenzionalnim paralelepipedom), ki ga karakterizirajo tocke ¢(u,v),
p(u+ Au,v) in p(u,v + Av). Tak paralelogram ima gotovo nenicelno in konéno povrsino, saj Jacobijeva
matrika ni nikjer enaka ni¢ in nikjer ni neskoncno.

@) 19¢

(Pl ~ |+ Au, ) — (1, 0) % ({0 + Av) — ()] = |57 9% (4, 0)A0| =

( U) % 82}
|1UX"U v lst’(Z]’vl]) l]l

V koraku (2) smo uporabilVi Lagrangev izrek in dejstvo, da se pri zelo majhnih pravokotnikih odvod po
§irini zelo malo spremeni. Ce zadnji dve dognanji zdruzimo, dobimo:

Z<f>‘p(Pij)|4P(Pij)| ~ Zf(w(uijvvij))|detJ<P(uijaUij)l | Pijl-
irj

0]

To pa je ravno Riemannova vsota za integral [[, f(¢(x,y))|detJo(z, y)| dz dy. O
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2.4 Cilindriéne koordinate v R3

Funkcija, ki pretvori cilindri¢ne v kartezi¢ne koordinate, je podana na naslednji naéin: f : R? — R3 in

T 7 COS @
f(r,p,z) = |y| = [rsing
z z
Za cilindri¢ne koordinate velja naslednje: r > 0, ¢ € [—m,7) ali [0,27) in z € R. Koordinate imajo tako
ime, ker so ploskve z enakimi vrednostmi 7 neskonéni valji z osjo na osi z. Jacobijeva matrika pretvorbe
med cilindri¢nimi in kartezi¢nimi koordinatami ima obliko:
cose —rsing 0
Jf = |sinp rcose O
0 0 1

Absolutna vrednost Jacobijeve determinante je |detJf(r, ¢, z)| = r.

z

Slika 2.4: Grafi¢ni prikaz cilindriénih koordinat.

Zgled 2.52.

1. Imejmo 0 < p < Rin naj bo Q C R3 mnozica, omejena s ploskvama 2 +y?+ 22 = R? in 22 +y2 = p°.
Torej gre za presek krogle s polmerom R in valja s polmerom p. Zanima nas volumen V(Q):

27 VR2—r2

14 27 p
V(Q):///ldxdydz:// / rdzdrd@://Qrmdrd@:
Q 0 0 0 0

VETE
27 R?—p? 2 9 4 R3 9 %
_ B _ [ _= 2 2\3/2 _ p3 _ &7 _ P
/ / Vitdtde / 3 {(R ) R ] de 3 1 <1 RQ)
0 R2 0

2. Naj bo P paralelepiped napet na vektorje vi = (1,1,1), vo = (2,3,1) in v3 = (0,1,1). Naj bo
{e1, €2, e3} standardna baza na R*. Definirajmo 7' : R® — R3, e; — v;, ali drugace povedano

1
T=]1
1

— W N
_ = O

Velja P =T([0,1] x [0,1] x [0,1]) = T(K) (K je enotska kocka). Ker je T'(z,y, 2) = xvi+yva + 2Vs,
sledi JT = [vy vo v3] =T. Torej

V(P) = ///PldV _ ///m) \detJT| AV = |detT]| = 2.

Za linearno preslikavo A : R™ — R™ velja JA = A.
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2.5 Sferiéne koordinate v R3

Za kartezi¢ne koordinate velja naslednje: ® : R?® — R3 in

T 7 sin 6 cos ¢
®(r,p,0) = |y| = |rsinfsiny
z rcos @

Velja r > 0, ¢ € [0,27) in § € [0,7]. Jacobijeva matrika pretvorbe med sferi¢nimi in kartezi¢nimi
koordinatami je
sinfcosy —rsinfsing rcosfcosp
J® = |sinfsingp rsinfcosp rcosfsing
cos 6 0 —rsinf

Absolutna vrednost njene determinante je r?sinf. V fiziki se tipi¢no kot @ oznacuje od osi z navzdol
(kot v nasem primeru), matematiki pa pogosto oznacujejo 6 kot kot nad ali pod ravnino zy. V tem
primeru postane Jacobijeva determinanta 12 cos 8. Sferi¢ne koordinate imajo tako ime, ker tocke z enakimi
vrednostmi r tvorijo sfere s sredis¢em v izhodiscu. Zelo so prikladne za integriranje funkcij po okroglih
mnozicah:

2 T R
/// flz,y,2z)dedydz = / / / f(rsinf cos @, 7 sin B sin @, 7 cos B)r? sin § dr df de.
K(0,R) o Jo Jo

Slika 2.5: Grafi¢ni prikaz sferi¢nih koordinat.

Zgled 2.53. Obravnavajmo enako telo kot v prejsnjem zgledu (presek krogle in valja), le da se ga tokrat
lotimo s sferiénimi koordinatami. Vpeljemo novo konstanto 6y = arcsin(p/R).

27 0o bis R T—09 p/sin@
/ dep / do + / dé / r?sin @ dr + / de / r?sin 6 dr
0 0 T—0o 0 () 0
3 0o T 3 m—0p 1
a / sin9d0+/ sin 6 do +p—/ ——df
3 \Jo r—0o 3 Jo, sin“@

s
(cot 0o + cot 90)}

47TR3
p 3
1_(1_R2>

V(Q)

=27

R3
=27 [ (—cosbg+1+1—cosby) +

47TR3
3
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Definicija 2.54. Naj ima telo T C R? gostoto p = p(z,v, 2). Ce je p = const., pravimo, da je
telo homogeno. Masa telesa T je definirana kot

m(T) = /// p(x,y,z) dedydz.
T
Definicija 2.55. Tezisce telesa T je tocka (zr,yr, 21) € R3, kjer je
! /// @y, 2)dzdyd
oy = —— ||| zp(x,y,2)dzdydz,
m(T) J/) 7

1 ///
= — x,y,z)drdydz,
yr = Typ( y,z)dzdy
1

2y = mﬂzp(m,y,z) dz dydz.

Kompaktnejse lahko to napisemo kot

1
Xr = W/Txp(x)dx.

Definicija 2.56. Vztrajnostni moment telesa T C R? pri vrtenju okoli osi v C R? je enak
7, = [ dtx 2ot dx
T

kjer je d(x,~v) oddaljenost tocke x = (z,y, z) od osi 7. V posebnem primeru velja:

Iy = ///T(x2 +92)p(z,y, z) de dy dz.

Zgornje definicije lahko podobno definiramo za dve dimenziji.

Zgled 2.57. Izracunajmo maso in teziS¢e homogenega polkroga z gostoto p in radijem R. Mase ni tezko
2
izracunati in je m = %p. Tezisce v smeri x je xp = 0, saj je telo simetricno glede na os y. Tezisce v

smeri y je
1 2 (" [R 4R
yT:—// ypdxdydz:i/ / rsinpprdrdp = — ~ 0,4R.
m J/p 7R%p [y Jo 3

Zgled 2.58. Izracunajmo vztrajnostni moment torusa v R okoli osi z. Parametrizacijo torusa dobimo
tako, da parametrizacijo kroga premaknjenega za a iz izhodis¢a po osi x pomnozimo z rotacijsko matriko
okoli osi z.

cosp —sing 0| [a+7rcosf (a+rcosf)cosy
T = |sinp cosp O 0 = |(a+rcosf)sing|
0 0 1 rsin 6 rsinf

pri Gemer je r € [0, R], 6 € [0,27] in ¢ € [0,27]. Preden se lotimo vrednotenja integrala, izrac¢unajmo
Jacobijevo matriko:
cosfcosep —rsinfcosy —(a+rcosh)sinp
JT = |cosfsing —rsinfsing (a+rcos)cose
sin 0 rcos 6 0

Dobimo, da je absolutna vrednost determinante enaka

|detJT| = r(a + 7 cosf).
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Velja:

2 27 R
JZ:W($2+y2)pdxdydz:p/ / / (a+rcos€)2\detJT|drd9d<p
T o Jo Jo
2 p27 R
:p/ / / (a+ rcosf)3rdrdfdy
o Jo Jo

2m
= 277;)/ r/ (a® + 3a?r cos 0 + 3ar? cos® O + r® cos® 0) df dr
0 0
R
= 27Tp/ r(2ra® 4 3mwar?) dr
0
R
= 2772pa/ (2a2r 4 3r3) dr
0

2R2
_— > P (402 + 3R?) = %(4(12 + 3R?).

2.6 Posploseni Riemann-Darbouxov integral v R”

o] M
/ f(z)dz == lim f(z)dz

M—o0

V eni dimenziji velja

za neomejen interval, ¢e limita na desni obstaja, in

b—e
/f dw—hm flz)dx

za neomejeno funkcijo, ¢e limita na desni obstaja.
Naj bo D C R", ki ni nujno omejena.

e Naj bo f: D — [0,00) omejena funkcija. Tedaj definiramo

a— o0
DN[—a,a]™

E[ f(x)dx == lim / f(z)de,

¢e vsi izrazi na desni obstajajo. S tem pravnisSko intoniranim dostavkom se znebimo vseh tezav s
potencialnim neobstojem limit.

e Naj bo f: D — [0,00) neomejena. Tedaj definiramo

/ flx)de = hm / min{ f(z), M} dz,
D
¢e vsi izrazi na desni obstajajo. Ce je interval neomejen, si pomagamo s prvo tocko.

e Naj bo f: D — R, ne nujno pozitivna. Sedaj definiramo

f+ =max{f,0}
in
f- =max{—f,0}.
Sledi fi: D — [0,00) ter f = f. — f_ in |f| = f+ + f_. Ce obstaja Jp 1f(x)]dz < co, potem velja

| t@ar= [ fiwae- [ s @ar

Z zgornjo predpostavko smo se prepricali, da ne odstevamo neskonéno od neskonéno.
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3 Krivulje v R?

e '

Definicija 3.1. Pot v R? je zvezna preslikava r : I — R3, kjer je I C R interval (lahko si ga
predstavljamo kot ¢asovni interval). Tako je r = r(¢t) = (x(¢),y(¢), 2(¢)).

Definicija 3.2. Sliko poti, torej r(I) C R3, imenujemo tir. Obic¢ajno ga oznac¢imo z I

Definicija 3.3. Pot je gladka, ¢e je v € C1(I), torej ¢e so vse komponente zvezno odvedljive.

Definicija 3.4. Gladka krivulja v R? je gladka pot r = (z,y,2) : I — R3, za katero velja 1(t) # 0
za Vt € I. Pogosto je s tem misljeno tudi, da r(t) nima samopresecisc, torej je r|int ; injektivna.
Taki parametrizaciji krivulje re¢emo tudi regularna parametrizacija gladke krivulje T' = r([).

Trditev 3.5. Vseh regularnih parametrizacij za vsako gladko krivuljo je neskoncéno mmnogo.

\.

Dokaz. Imejmo neko regularno parametrizacijo r : I — I'. Obstaja neskon¢no mnogo razli¢nih bijektivnih
funkcij h : J — I iz C*(J), tako da h(t) # 0 za vse t € J. Vsak tak h nam iz r naredi novo regularno
parametrizacijo p=roh : J — I' za krivuljo I'. O

3.1 Dolzina krivulje

Poskusimo poiskati intuitivno pot do definicije dolzine krivulje. Naredimo delitev intervala I = [a, ], tako
dajea =1ty <t <..<t, ="b. Dolzino krivulje med r(¢;_1) in r(¢;) lahko aproksimiramo z dolzino daljice
med tema dvema tockama |r(¢;) —r(t;—1)|. Po Lagrangevem izreku je to priblizno enako |¢(&;)[(t; —tj—1)
za nek &; € (t;_1,t;). Beseda priblizno je bila uporabljena, ker Lagrangev izrek deluje v eni d1menz131 mi
pa obravnavamo tri. Sestejmo vse take koScke:

D EE — ti-1),
7=0

kar je ravno Riemannova vsota za funkcijo |¢| : [a,b] — [0, 00). Iz tega lahko zapisemo definicijo za dolzino
krivulje.

Definicija 3.6. Cejer : [a,b] — [0,00) gladka krivulja, katere tir oznacimo z I', je dolzina T’

definirana kot .
_ / 1£(0)] dt.

Ta integral gotovo obstaja, saj je r € C!, torej je ¥ zvezna in posledi¢no njena absolutna vrednost.

Trditev 3.7. Deﬁm’cija je dobra (torej je neodvisna od izbrane parametrizacije).

. J

Dokaz. Naj bo p : J — I neka druga regularna parametrizacija za I'. Vemo, da je p = r o h za neko
preslikavo h € C1 : J — I, J = [a.8]. Tedaj je

Lﬂip’<u>ldu=/aﬁ|f<h<u>>| W )] = /|r )t

Glede absolutne vrednosti pri odvodu h ni potrebno paziti na predznak, saj sta zaradi bijektivnosti A oba
R/ (u) in #(h(u)) bodisi pozitivna bodisi negativna. O
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Obicajno bo pika nad oznako za krivuljo pomenila odvod po parametru ¢, ¢rtica pa odvod po kakem
drugem, obicajno naravnem parametru.

[ Definicija 3.8. Naravna parametrizacija p(s) je parametrizacija, za katero velja |p’(s)| = 1. ]

Privzemimo, da krivulja nima samoprese¢is¢ in naj bo parametrizirana z parametrizacijo r(¢). Naj
bo p : [a,8] — T neka druga parametrizacija, za katero zelimo, da je naravna. Zaradi injektivnosti
parametrizacije r je tudi funkcija S := p ! or injektivna in velja bodisi S’ > 0 ali S’ < 0 povsod.
Privzemimo, da velja S’ > 0 in odvajajmo r po t:

()] = |p(S(£))S(8)-
Ker zahtevamo |p(t)| = 1, mora veljati S(t) = |£(¢)]. Od tod sledi

S(t) = /t |t(7)| dr.
Temu recemo naravni parameter.
Zgled 3.9. Vzemimo a,b > 0 in definirajmo
r(t) = (acost,asint, bt).
Krivulja T' = r(R) se imenuje vijacnica. Velja
r(t) = (—asint,acost,b)
in

5= S(t) = /Ot 1£(7)| dr = tv/a® 1 2.

Iz tega izrazimo t kot t = ——2— in naravno parametrizacijo vija¢nice
& Va2 15 p Jo V)

p(s) = <acos<;> ,asin( 5 ) , bs ) .
Va? + b2 Va2 +v2) Va?+b?

Definicija 3.10. Vektorju

t(t)
|(2)
pravimo enotski tangentni vektor na I’ v tocki r(t). V naravni parametrizaciji je ta vektor enak
/!
p'(s).

. J

Zgled 3.11. Naj bor = (t,t,¢3) in T = r(1) = (1,1,1). Odvod po parametru parametrizacije r je

7(t) = (1,2t,3t?). Enotski tangentni vektor v tocki T je ‘:gg‘ = (1’\/21443).

7

Definicija 3.12. Tangenta na ' v tocki r(t) je premica v R3, ki poteka skozi r(t) in je vzporedna
r(t):
(,y,2) =r(t) + Ar(t); AeR.

Definicija 3.13. Normalna ravnina na I' v tocki r(¢) je ravnina v R?, ki vsebuje tocko r(t) in je
pravokotna na ¥(t) oziroma na tangento na I' v tocki r(¢). To lahko zapiSsemo kot

<(5U,y, Z) - I‘(t),r(t)> =0

ali

zi(t) + yy(t) + z2(t) = r(t) - £(1).
Zgled 3.14. Vzemimo vijaénico iz Zgleda[3.9]in tocko r(0) = (a,0,0). Odvod v tej tocki je £(0) = (0, a, b),
tangenta ima obliko (x,y, z) = (a, Aa, Ab) za A € R, normalna ravnina pa se zapise kot ay + bz = 0.
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3.2 Pritisnjena ravnina

Izrek 3.15. Naj bo v regularna parametrizacija C* neke krivulje v R3. Za poljuben ty € R pri-
vzamemo, da je (4 X 4)(tg) # 0. Tedaj obstaja § > 0, tako da so za poljubni tocki ti,ty €
(to — d,t0 + ), kjer so t1,ta in tg razlicne, tocke y(t1), v(t2) in v(to) nekolinearne.

Dokaza za ta izrek ne podajamo.

Naj bodo =, tg, d, t1 in t2 definirani enako kot v zgornjem izreku. Naj bo vo := (¥ X ¥)(to). S H(t1,t2)

ozna¢imo ravnino skozi y(t1), ¥(t2) in (¢p). Taksna ravnina po zgornjem izreku obstaja in je enoli¢no
dolo¢ena. Enotske normale n(ty,ts) na ravnini II(¢1,¢2) limitirajo k £, ko gre 6 proti 0 (brez dokaza).

7

N

Definicija 3.16. Ravnini skozi Ty = ~(¢o) in z normalo (4 x ¥)(tp) # 0 pravimo pritisnjena
ravnina na krivuljo v v tocki Tp.

Izrek 3.17. Ce je Il = I(to) pritisnjena ravnina na v v tocki y(to), velja
d(’Y(tO + h)7 H) = 0(h2)7

ko gre h proti 0.

Opomba:
F(h) = olg(h) = lim % 0.

Tako na primer 23 = o(2?) in 2% # o(z?).

Dokaz. Vemo, da je razdalja v R3 med toc¢ko R in ravnino skozi to¢ko ry in normalo n enaka l—rl“ [{(R—rg,n)|.
Sledi:

d(y(to + h),IT) = |{(v(to + k) — ¥ (t0), Vo)| = [(h(to) + h*¥(t0) /2 + o(h?),¥0)| = [(o(h?),¥0)| < o(h?).

Pri tem smo uporabili Taylorjev izrek in dejstvo, da sta tako % kot 4 pravokotna na ~ x . O

Enacba pritisnjene ravnine je podana z meSanim produktom

((x,y,2) —r(to), (o), ¥(to)) = 0.

e je t(tg) x ¥(tg) # 0.

Zgled 3.18. Imejmo neko krivuljo, ki se nahaja samo v xy ravnini:

Velja

in

Normala pritisnjene ravnine je

n(t) = (k x ¥)(t) = (0,0,&(8)§(t) — g(t)E(t)).

Pritisnjena ravnina je za vse t enaka xy ravnini, saj je enotska normala n = (0,0, 1).
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Zgled 3.19. Spet obravnavajmo vija¢nico:

r(t) = (acost,asint,bt),
pri ¢emer sta prvi in drugi odvod enaka

r(t) = (—asint,acost,b)
in

t(t) = (—acost,—asint,0).
Vektorski produkt prvega in drugega odvoda je
(f X ¥)(t) = a(—bsint,—bcost,a).

V t = 0 dobimo
(t x #)(0) = a(0, =b, a)
in enacbo pritisnjene ravnine kot
by —az=0.

3.3 Fleksijska in torzijska ukrivljenost ter Frenet-Serretov trieder

Definicija 3.20. Ce je i x # # 0, potem vektorju
_ TXT
o |E x #
pravimo vektor binormale. Ozna¢imo s T = \_:I enotski tangentni vektor. Tedaj vektorju

N=BxT

pravimo vektor glavne normale. Trojica (T, N, B) se imenuje spremljajoci (Frenet-Serretov) trie-
der.

Trditev 3.21. Naj bodo o, 3 € R, a < 8, r = r(t) za t € |, B] regularna C* parametrizacija za
krivuljo T in s = f(t) = f; |#(7)| dT pridruZeni naravni parameter. Oznacimo z R(s) = r(f~1(s))
naravno parametrizacijo za I'. Sedaj velja:

1. Ce je F(s) = G(f(s)) = G(t) za neki funkciji F in G, potem je

oy G

F) = o)
2.

R < HO

3. Velia R” L R’ in se veé,

X i) Xt P x ¥ (Fxi)xr
e P xE) x £

R//:(

Definicija 3.22. Koli¢ini
_ L
E

recemo fleksijska ukrivijenost krivulje I' v tocki r.

Velja torej
R” = kN in x = [R"|.
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Dokaz.
L G = PR = F/(s)E(t)].
2. Uporabimo toc¢ko 1) na G =r in F = R.
3. Velja

R//(S) —

_d [ £(t) } (po tocki 2)

AT

T (.., .d.
:W r|r|—r&|r|

=— [ ¢|¢| - P——
|£[3 ||

(P XT)xr
i+
Ker veljaa x b L a, je |(a x b)a| = |a x b||al, zato

[(Fx 1) xP| (Ex¥)XrE P x¥| (EX¥)XrF N
. = . = kN.
[ (B B) e [P (X F) X

R,/(S) —

Izrek 3.23. Naj bodo v, to, Vo, 0, t1 in to definirani kot v Izreku[3.15 Tedaj:
1. Obstaja natanko ena () kroznica K(to,t1,t2) C R3, ki vsebuje tocke y(to), v(t1) in vy(t2).
2. Oznacimo s S(to,t1,t2) sredisée te kroZnice. Limita
S(to) = lim S(to,t1,t2)

t1,t2—to

obstaja.
3. Tocka S(to) lezi v pritisnjeni ravnini krivulje T' v tocki ¥(to) in sicer na oddaljenosti p = *

od tocke ~(to) in sicer v smeri glavne normale.

Tega izreka ne bomo dokazovali.

Definicija 3.24. Kroznico s srediséem v S(to) in radijem +, ki lezi v pritisnjeni ravnini, imenu-

jemo pritisnjena krozZnica.

J

Zgled 3.25. Vzemimo parametrizacijo kroznice s polmerom R > 0 v zy ravnini: r = (Rcost, Rsint,0).
Hitro se lahko prepri¢amo, da velja |¢(t)| = R in |#(t) x ©(t)| = R?, zato

o ExE 1
PR
in p = R. Res bi bilo nenavadno, ¢e to ne bi bilo res, saj ne bi zeleli definicije pritisnjene kroznice take, ki
kroznici s polmerom R ne pritisne kroznice s polmerom R.

Sedaj se vprasajmo, kam kaze vektor B’. Ker velja B = T x N, lahko zapigemo

B =T'xN+TxN =kNxN+TxN =TxN".
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Torej velja B’ L T. Vemo, da je |B| = 1, zato
0=(/B|*)" = (B,B)' =2(B',B),

torej velja tudi B’ | B. Ker pa je B’ pravokoten tako na T, kot na B, mora veljati B" || N.

Definicija 3.26. Ker vemo B’ || N, lahko pisemo
B’ = —wN.

Faktorju w recemo torzijska ukrivljenost.

Zgled 3.27. Spet vzemimo vija¢nico podano z naravnim parametrom:

- oo ) s) )

Velja
1

b
T =/ = ——— | —asi S ) s COS( i ) ) )
P (S) Va2 + b2 < a 1n(,/a2 + b2 a \/a2 + b2 \/a2 + b2

n

T = p''(s) = ——— (—COS<S> ,—sin<8> ,0) .
) a? + b2 Va? + b2 Va2 +b?
Kar je v oklepajih prepoznamo kot vektor glavne normale, torej mora biti faktor pred oklepajem fleksijska
ukrivljenost:
_a N B a® + b?
a2+ b2 P=

Pazi na zapis: p je naravna parametrizacija, p pa je krivinski radij. Izracunajmo vektor binormale:

B—T><N—1<bsin<s> —bcos(s) a)
Va2 +b? Va2 +b2)’ Vaz ¥ b2)’

in njen odvod
¥ - () () )
=———|—-cos| ——— |, —sin| —— 1,0 .
a? + b2 a? + b? a? + b2
Na levi je spet vektor glavne normale, torej je sprednji faktor fleksijska ukrivljenost:

b
wW=—F"7F5-
a® + b2

Trditev 3.28. Regularna C* parametrizacija krivulje T' je ravninska, natanko tedaj ko velja w =
0.

Dokaz. (=) Privzemimo, da T lezi kar v ravnini R? x {0}. Parametrizacija je

njena odvoda pa
in

Velja
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in
Ty — Y

Ker je r zvezna in dvakrat zvezno odvedljiva, je tudi B zvezen. To pomeni, da je bodisi B = (0,0, 1)
povsod ali B = (0,0,—1) povsod. Iz tega sledi, da je B’ = 0 povsod, kar pa je lahko samo v primeru,
¢e velja w = 0. Vzemimo poljubno ravninsko krivuljo in jo transformirajmo z ortogonalno transformacijo
A € SO(3), tako da bo lezala v ravnini z = 0: R = Ar. Ker se A ne spreminja s ¢, velja R = Ar, R = A¥,
R x R= A( x ¥) in |An| = |n| za Vn € R3. Vidimo torej, da se ukrivljenost z ortogonalno preslikavo ne
spremeni. Ce lahko krivuljo ortogonalno transformiramo na zy ravnino, ima torzijsko ukrivljenost 0.

B = (0,0,d) — 4) € {(0,0,1), (0,0,~1)}.

(<) Ce jew = 0, je B’ = 0 in je B = const. To pomeni, da je pritisnjena ravnina na to krivuljo
povsod ista, torej je krivulja ravninska. O

Zgled 3.29. Imejmo graf funkcije ene spremenljivke I' = {(z, f(z)); 2 € Dy} C R?. Parameter je z, odvod
parametra pa £ = 1 in ¢ = f’(x). Dobimo

(@)
T+ @2y

Zgled 3.30. Elipsa je podana kot
2?2
ZtE =l
a b2

ali pa parametri¢no

r(t) = (acost,bsint).
Fleksijska ukrivljenost (torzijske sploh ni) je enaka

ab

R =

(aZsin®t + b2 cos? t)3/2°

V dveh posebnih primerih je (glej sliko

Slika 3.1: Skica pritisnjenih krogov v elipsi

Trditev 3.31. Kk =0 < krivulja je premica.
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Dokaz. ( =) Ce je k = 0, potem | x ¥| = 0, torej velja ¥ || ¥ in zato lahko pisemo ¥#(t) = a(t)i(t) za
neko skalarno funkeijo a(t). Ce zapisemo r = (r1,72,73), velja ¥; = arj za j € {1,2,3}. Zapisimo to zvezo
kot » = «, pri cemer se nam ponuja ideja, da to zapiSemo kot odvod logaritma:

—In7; = o

dt

Ta izraz integriramo:
t
In7; = / a(r)dr = A(t) + ¢,
to
pri Cemer sta c¢; nova konstanta in 3(¢) nova skalarna funkcija. Izraz antilogaritmiramo in Se enkrat
integriramo:
t
rj = / e dr = d;o(t) + ;.
to

pri ¢emer je d; = e%, f; in §(t) pa sta nova konstanta in skalarna funkcija. Ker vse nasteto velja za
J € {1,2,3}, lahko pisemo d = (dy,dz,d3) in f = (f1, f2, f3) in dobimo r(t) = dé(t) + f, kar je premica
skozi f s smernim vektorjem d.

(=) Cejer(t) = dé(t) +f, je i(t) = dé(t) in #(t) = db(t). Torej sta || ¥ in ¥ x ¥ = 0 iz esar sledi

k=0. O
Trditev 3.32. Naj bo I reqularna C? krivulja v R® in naj bo p v naravni parametrizaciji. Velja:
T=p,
p//
el
in / /!
B=" xp
|
Dokaz. V poljubni parametrizaciji je T = \%I’ B= % inN = % Ce je p naravna parametrizacija

je |p'| =1in T = p. Zdaj odvajamo |p/| po naravnem parametru in dobimo - (p’, p') = 2(p/, p”) = 0,
od koder sledi p’ L p”’. Kar pomeni, da velja

Podobno naredimo, $e za normalni vektor:

1 1
N=BxT-= |p//| ((p/ X p”) X pl) = |p//| (<p/’pl> pH - <p/,p”> p/) =

Trditev 3.33. Naj bo r(t) regularna C3 parametrizacija krivulje T' za katero je ¥ x ¥ # 0. Tedaj
je torzigska ukrivljenost enaka:
(r, ¥, 1)

Y e

kjer je (&,%, ¥') = (¢ X t, ¥'). Posebej, ce je p(s) naravna parametrizacija je

(pl p// p///)
"2
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. . . .. . Vi . . “
Dokaz. Obravnavajmo le primer z naravno parametrizacijo, zato velja B' = —wNN in p” = kN, iz ¢esar
sledi k = |p”|. Ker je

/!

B=TxN=p x 2
K
sledi
B — p/ « p//
Dobljeno odvajamo po s:
p// « p// +p/ « p/// — kB’ + k'B.
0

Levo stran skalarno mnozimo z p”, desno pa z kN (kar seveda lahko naredimo, saj velja p”’ = kN).
Dobimo:

(p/7p///’p//) _ I€2<B/,N> + Iilil <B,N> _ —w/ﬁQ _ _w|p//|2’
——
0
kjer smo uporabili B’ = wIN. Ko spremenimo vrstni red v mesanem produktu, spremenimo tudi predznak,
zato velja (o', p", p"") = —(p, p", p"') = w|p"|*. O

7

Izrek 3.34 (Frenet-Serretove formule). V naravni parametrizaciji velja:

T/ 0 k 0] |T
N|=|-k 0 w||N
B’ 0 —w 0| |B

\

Dokaz. Prvi dve vrstici smo ze dokazali:

T =kN in B’ = -wN.
Dokazati moramo le ¢ N’ = —xkT + wB. Ker je (N,N) = 1, velja 2(N’,N) = 0, torej N' L N. Iz tega
sledi, da mora biti N’ linearna kombinacija vektorjev T in B, saj {IN,B, T} sestavljajo ortonormirano

bazo. Sledi
N = (N, T)T + (N, B)B.

Vemo, da je (N, T) = 0, zato po odvajanju dobimo (N’, T) + (N, T') = 0. Zato
(N',T) = —(N, T') = —(N,sN) = —x.
Vemo, da je (N, B) = 0, zato po odvajanju dobimo (N’, B) + (N, B’) = 0. Zato

(N',B) = —(N,B’) = (N, ~wN) = w.

Ponovimo Frenet-Serretov trieder.

‘ ime ‘ formula ‘ v naravni parametrizaciji
tangentni vektor ﬁ o
r
SRS 7
N | vektor glavne normale w

|(F X ¥) X 1| lp”|

s 3 7 77

vektor binormale u pxp
B X F| lp"|

Tabela 3.1: Frenet-Serretov trieder v splosni in naravni parametrizaciji.
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4 Ploskve v R?

Imejmo omejeno obmoéje D C R? in funkcijo dveh spremenljivk f : D — R. Pricakujemo, da je graf te
funkcije I'y = {(z,y, f(z,v)); (z,y) € D} ploskev.

Definicija 4.1. Ploskev v R? je podana s parametrizacijo r = r(u,v) : D — R3, kjer je D neko
obmoéje v R? in r = (XY, Z) neka preslikava razreda vsaj C'. Zahtevamo $e, da je r, X r, #
0. V tem primeru pravimo, da je parametrizacija reqularna . Pravimo, da sta u in v krivocrtni
koordinati na ploskvi M = {r(u,v); (u,v) € D}.

Parcialni odvod r po u lahko ozna¢imo na naslednje nacine: r,, 1, %r, %, Oyr...

Naj bor = (X,Y, Z). Poglejmo si, kaj pomeni r,, X r,, # 0. Matemati¢no je to ekvivalentno

i j k
X, Y. Z.|#o0.
Xy Y, Z,

Obravnavajmo primer, ko sta prvi dve komponenti tega vektorskega produkta enaki 0, tretja pa je
nenicelna, torej:
X, Y,

X, Y, # 0.

V okolici tocke r(u,v) velja:

X(u+hv+ k)~ X(u,v) + Xy (u,v)h + X, (u,0)k
Y(u+h,v+k) =Y (u,v) + Y, (u,v)h + Y, (u,v)k
Ker znamo izracunati X in Y v poljubni tocki, lahko zgornji ena¢bi pogledamo kot sistem 2 linearnih enacb

z dvema neznankama h in k. Vemo, da bo imel sistem realno resitev natanko tedaj, ko bo matrika sistema

enach nenicelna, torej:
Xu(u,v) Yy(u,v) 20
Xy (u,v) Yy (u,v) '

Neznanki h in k takrat lahko izrazimo z X in Y. V okolici tocke r(u,v) je Z = Z(u+h(X,Y),v+k(X,Y)),
se pravi, da je lokalno okoli tocke r(u,v) koordinato Z mozno izraziti z X, in Y. Pogoj r, X r, # 0 torej
pomeni, da je mogoce ploskev lokalno predstaviti kot graf neke funkcije dveh spremenljivk.

4.1 Tangentna ravnina
V obmoéju D C R? imejmo krivuljo v(t) = (a(t), B(t)), kjer je t € I, I pa je interval. Krivuljo v slikamo
na ploskev M = {r(u,v); (u,v) € D}. Definirajmo R(t) = r(y(t)) = r(a(t), 5(t)) Odvajamo po t

~— ~~

R(t) = ry (1), B(t)) é(t) + 1 (alt), B(1)) (1)

in dobimo tangento na krivuljo r o 7. Za poljubno krivuljo na ploskvi M, ki gre skozi tocko r(u,v), bo
tangenta na to krivuljo v tocki r(u,v) oblike a ry(u,v) + br,(u,v) za neki stevili a in b.

Definicija 4.2. Tangentno ravnino na ploskev M v tocki m = r(u,v) € M definiramo kot
unijo vseh tangentnih vektorjev vseh krivulj v M skozi tocko m, premaknjeno za m. Ta ravnina
je torej enaka:

m + Lin{r,(u,v),r,(u,v)}

linearna ogrinjaca

Normala tangentne ravnine mora biti pravokotna na r,(u,v),r,(u,v), zato za normalo vzamemo
ry(u,v) X ry(u,v). Enacba tangentne ravnine je tedaj:

((x,y,2) — r(u,v), ry(u,v) X ry(u,v)) =0
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Ploskve, podane kot graf funkcije
Poglejmo si poseben primer, ko je ploskev graf funkcije. Imejmo f : D — R, kjer je D C R2. Ploskev je
M =Ty = {(z,y, f(z,y)) € R® (z,y) € D}.

Parametra sta z in y, r = r(z,y) = (z,y, f(z,y)).

r, = (1,0, fz)
ry = (0,1, fy)

Normala tangentne ravnine je
ry X ry = (—fo,—fy, 1).

Zgled 4.3. Rotacijski paraboloid lahko predstavimo kot graf funkcije f(z,y) = 2% + y2.

Iy X Ty = (*fzv *fyv 1) = (72‘%, —2y, 1)

Zanima nas enacba tangentne ravnine v tocki r(1,3) = (1, 3,10). Normala na ravnino je (r; X r,)(1,3) =
(—2,—6,1). Enacba tangentne ravnine na dani rotacijski paraboloid v tocki r(1,3) je

((x =1,y — 3,2 —=10), (—-2,-6,1)) =0
oziroma
—2x — 6y + z = —10.
Implicitno podane ploskve
Naj bo F : R® — R funkcija 3 spremenljivk. Ploskev definiramo kot nivojnico
{(z,y,2) € R% F(z,y,2) = 0}.

Dodamo $e pogoj VF = (%—5, %—5, %—I:) # 0 (ekvivalenten pogoju r, X r, # 0 pri regularni parametrizaciji

ploskve).

Poglejmo enacbo tangentne ravnine za implicitno podano ploskev. Imejmo funkcijo F' = F(u,v,w),
neko tocko na ploskvi m € M in neko krivuljo na ploskvi r = r(¢) = (z(t), y(t), 2(t)), ki poteka skozi tocko
m in lezi na ploskvi M za vsak t. Vemo:

F(x(t),y(t),2(t)) =0
za vsak t. Odvajamo obe strani po ¢ in dobimo
Fu(x(t))a(t) + Fu(r(2)y(t) + Fu(r(t))2(t) = 0,

kar lahko zapisemo kot

(VE(x(t), #(t)) = 0.
Recimo, da je nasa tocka m = r(¢p). Potem dobimo
(VE(m), t(to)) =0,

kjer je r(tp) tangentni vektor krivulje, ki lezi na ploskvi M, torej ta vektor lezi v tangentni ravnini na
ploskev M v tocki m. Vektor VF(m) je nanj pravokoten (in ni odvisen od izbrane krivulje), torej je
normalni vektor tangentne ravnine. Enacba tangentne ravnine na ploskev M v tocki m je:

((z,y,2) — x(to), VF(r(ty))) =0
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Rotacijsko invariantne ploskve

Ploskev v prostoru R? lahko dobimo tudi tako, da krivuljo I' v xz-ravnini zavrtimo okoli z-osi. Naj bo
krivulja T' podana parametricno: T' = (x(¢),0,2(¢)) za t € I, I je interval v R. Krivuljo zavrtimo okoli
z-0si (jo pomnozimo z leve z rotacijsko matriko):

cos¢p —sing 0| [z(t) x(t) cos ¢
sing cos¢p O 0 | = |z(t)sing
0 0 1] |2(¢) z(t)

Za (t,9) € D =1 x [0,27) je (x(t) cos ¢, z(t) sin ¢, z(t)) parametrizacija ploskve M.

Zgled 4.4. Za plasé valja s polmerom osnovne ploskve a okoli z-osi zavrtimo premico x = a.
Parametrizacija premice: (a,0,t) zat € I CR
Parametrizacija plasca valja: (acos¢,asing,t) zat € I, ¢ € [0,2m)

Zgled 4.5. Za stozec okoli z-osi zavrtimo premico z = ax za nek a € R.

Parametrizacija premice: (¢,0,at) zat € I CR
Parametrizacija plasca stozca: (tcos@,tsing,at) zat € I,¢ € [0,2m)

Zgled 4.6. Za sfero s polmerom a okoli z-osi zavrtimo polovico kroznice s srediséem v (0,0, 0).
Parametrizacija polovice kroznice: (acost,0,asint) za t € [—
Parametrizacija sfere: (costcos @, costsing,sint) zat € [-75, 5], ¢ € [0,27)

Zgled 4.7. Za torus okoli z-osi zavrtimo krog s srediséem v tocki (R,0,0) in polmerom a.
Parametrizacija kroga: (R + acost,0,asint) za t € [0, 2m)

Parametrizacija torusa: ((R+ acost)cos@, ((R+ acost)sing,asint) za t € [0,27), ¢ € [0,27)

4.2 Povrsina ploskve

D c R?

Slika 4.1: Prikaz, kako se pravokotnik slika v paralelogram.

Vzemimo pravokotnik P v mnozici D C R?, s spodnjim levim kotom v (u, ), §irino Av in dolzino Au
(glej sliko[4.1). Plos¢ina r(P) je priblizno enaka plostini paralelograma r(u, v), r(u+ Au, v) in r(u, v+ Av).
Dolzina spodnje stranice je r(u + Au,v) — r(u,v), kar lahko po Lagrangevem izreku aproksimiramo z
r,(u+ EAu,v)Au za nek € € (0,1). Ce je Au majhen, lahko recemo r,(u + EAu,v) = ry,(u,v). Pri tem
smo upostevali, da je parametrizacija C', torej da so odvodi zvezni. Stranici paralelograma sta priblizno
enaki vektorjema r,(u,v)Au in r,(u,v)Av. Plos¢ina paralelograma je zato priblizno enaka |r,(u,v) X
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ry (u, v)|AuAv. Ta ploscina pa je priblizno enaka povrsini obmodcja r(P). Ta izpeljava ni to¢na, a nam da
pravo intuicijo za povrsino ploskve.

Definicija 4.8. Povrsina ploskve M podane z regularno parametrizacijo r = r(u,v), (u,v) € D je

P(M) = // |ty X ry|dudo.
D

Velja

[ty X 1| = \/|ru|2|rv|2 = (ry, 1)

Ce oznacimo z E = |r,|?, F = (ry,1,) in G = |r,|?, dobimo

v, X1, = VEG— F2,

kar je pogosto lazje izracunati kot vektorski produkt.

[ Trditev 4.9. Definicija za poursino ploskve je dobra (torej je neodvisna od parametrizacije). ]

Dokaz. Imejmo dve parametrizaciji r : D — M in p : A — M. Naj bo ® bijekcija razreda C' med
domenama ® : A — D. Na A naj bosta koordinati « in y in naj bo ® = (U, V), kjer sta U = U(z,y) in
V = V(a,y) funkciji dveh spremenljivk na A.

Velja p =r o ®, torej p =r(®) =r(U(x,y),V(z,y)). Imamo p, =r,U, +1,V; in p, =1, U, + 1,V

P, % p, = UUy(ry X 1y,) + UV (v, x 1) + Uy Vi (ry X 10) + VoV (1, X 10)
0 0

x Uy

Ve Vy
= (detJ®) - [ru(U(z,y), V(2,y)) x ro(U(z,y), V(2,y))] = (detJ®) - (ry x ry) 0 (®(2,y))

= (U, Vy —UyVy) - (ry x1p) = < (ry X 1y) =det(JP) - (ry, X 1)

Pike v zgornjem racunu ne oznacujejo skalarnega produkta. V integral P(M) = []’ p(ruxr,)dudv uvedemo
novi spremenljivki preko preslikave @ in upostevamo pravkar dobljeni rezultat:

P(M) = //D(ru X r,)dudv = //A [(ry x ry)(®(z,y))|detJ®|drdy = //A lp, % p,|dzdy.

Ce je M graf funkcije f: D — R, M =T; = {(2,y, f(z,v)); (x,y) € D}, velja

Iy = (1707f®) r:ll = (Ovlafy)

in

E=1+f} G=1+f} F=f.f,
Dobimo

o xr,| = VEG - F2 = \[1+ f2 4 f2,
zato

P(Ty) = //D,/Hfg + f2drdy.

Zgled 4.10. Imamo rotacijski paraboloid podan kot f(x,y) = L‘gyz in naj bo D = K(0, 1) (krog z radijem
1 s srediséem v izhodis¢éu). Velja:

27 1 2 2
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4.3 Orientacija

Definicija 4.11. Lokalna orientacija gladke regularne krivulje brez samoprese¢isé v tocki v € T’
je podana z izbiro enotskega tangentnega vektorja v tocki v (imamo samo dve moznosti: + ali
_).

Globalna orientacija je podana z zvezno izbiro enotskega tangentnega vektorja za vsak v € I'.

Opomba: (skoraj trditev, ampak ne bomo dokazovali) Vsaka regularna (povezana) krivulja T" brez

orientacij I';, kjer je konéna tocka I'; zacetna tocka I';4 .

e )

Definicija 4.12. Lokalna orientacija gladke regularne ploskve M C R? v tocki m € M je izbira
enotske normale na M v tocki m.
Globalna orientacija ploskve M je zvezna izbira lokalnih orientacij, to je zvezna izbira enotskih
normal na M:

n: M — 8% m n(m).

\. J

Ce je M povezana, potem ima lahko najveé dve orientaciji, n in —n, ni pa nujno da orientacija sploh
obstaja.

Zgled 4.13.

1. Kolobar (ali kak drug topolosko homeomorfen primer, npr. plas¢ valja) o¢itno ima orientacijo, zato
je orientabilen.

2. Mobiusov trak nima orientacije, zato je neorientabilen.

Inducirana orientacija
Ideja je, da orientacija ploskve doloca orientacijo njenega roba. Ploskev ima dve vrsti tock:

e notranje, za katerih okolico obstaja lokalna parametrizacija kot bijekcija z enotskega kroga na
ploskev: B(0,1) = M; 0+ m in

e robne, za katerih okolico obstaja lokalna parametrizacija z enotskega polkroga na ploskev: B, (0,1) =
B(0,1)N{R* x R} = M; 0+ m.

V obeh primerih je slika parametrizacije okolica tocke m.

Opomba: (skoraj trditev, ampak ne bomo dokazovali) mnoZica robnih tock je krivulja oziroma dis-
junktna unija krivulj.

Ideja je, da orientacija ploskve doloca orientacijo robnih krivulj, tako da, ¢e hodimo po robni krivulji
v smeri inducirane orientacije na tisti strani kamor kaze normala, je ploskev na levi.

Definicija 4.14. Naj bo M orientabilna ploskev z robom 0M. Za vsako tocko m € OM naj bo
o tisti enotski vektor iz tangentne ravnine T, M, ki je pravokoten na T,,0M (tangentno premico
na rob OM v tocki m) in kaze ven iz M, ter naj bo n enotski normalni vektor na M v tocki m.
Potem vektor n x p doloca lokalno orientacijo roba M v tocki m.
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5 Temeljni diferencialni operatorji na skalarnih in vektorskih po-
ljih

Definicija 5.1. Naj bo Q C R3. Skalarno polje na  je funkcija f : Q — R. Vektorsko polje na €
je preslikava F : Q — R3.

Oznaéimo (x,vy,2) €  C R3, skalarno polje u = f(x,y, z) in vektorsko polje
F(z,y,2) = (U(z,y, 2),V(x,y,2), W(z,y,2)). Na R3 poznamo parcialne odvode po spremenljivkah z, y in
z, ki jih lahko oznagimo kot 0, f, 2L ali f,. Simbol

o 0 0
“(a’a—m)

imenujemo nabla.

~

Definicija 5.2. Gradient skalarnemu polju f priredi vektorsko polje V f na slede¢ nacin

af of af)

gra‘df = vf = (fmfyafz) = (%?@7&

Definicija 5.3. Divergenca vektorskemu polju F = (U, V, W) priredi skalarno polje V - F na
slede¢ nacin
divF =div(U, VW) =U, +V, + W, =V -F.

Definicija 5.4. Rotor vektorskemu polju F' = (U, V, W) priredi vektorsko polje V x F na slede¢
nacin

rotF = rot(U, V, W) = oW oV oU  OW oV aU)

J
2 8| _ = ([ &2 =¥ ¥ W PV _2¥
‘?}/ oz| =V xF <3y 0z 0z Oz’ dr Oy

S~

Definicija 5.5. Ce je V vektorski prostor s skalarnim produktom (+,+) in endomorfizem A : V —
V' linearna preslikava, potem je njena adjungirana preslikava A* dolo¢ena z zahtevo

(Av, w) = (v, A*w) za Yv,w € V.

Definicija 5.6. Nosilec funkcije f je

suppf = {(z,y,2) € R3; f(=,y,2) # 0}.

7 besedami povedano je to zaprta mnozica vseh tock, ki jih f ne slika v 0. Crta nad mnozico
oznacuje zaprtje.
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Trditev 5.7. Za zgornje diferencialne operatorje veljajo naslednje izjave:
a) rot o grad = 0, oziroma V x (Vf) =0, za Vf € C?;
b) divorot =0, oziroma V - (V x F) =0 za VF € C%;
¢) divograd = A = 92 + 92 + 82 se imenuje Laplacian, v fiziki se oznaci z V?;
d) V(fg) = (Vfg+ f(Vg);
&) V- (fF) = (Vf) - F+ (V- F);
f) V- (FxG)=(VxF)-G+F-(VxG)
9) V x (F) = (Vf) x B+ f(V x F);
h) div = —=V* v smislu

/Q<Vf7F>dQ:—/Q<f7V-F>dQ:—/Qf divF dQ

za f in F s kompaktnim nosilcem v notranjosti Q;
i) rot = rot* v smislu

/(VxF,G>dQ:/<F,VxG)dQ
Q Q

za F in G s kompaktnim nosilcem v notranjosti €.

\

Dokaz.

a) Vx (Vf) = (fay — fyz faoz — Fowr fyz — foy) = (0,0,0), pri ¢emer smo upostevali, da vrstni red
parcialnih odvodov ni pomemben.

b) V- (VXF)=Wyp —Vou + U,y — Wyy + Vo, — Uy, = 0, kjer smo spet uporabili zamenjavo vrstnega
reda parcialnih odvodov.

¢) Sledi direktno iz definicije.

h) Ker je nosilec kompakten, lahko izven njega razsirimo f in F kot nicelni preslikavi na R3 \ Q. Tako
lahko © zapremo v veliko kocko K = [ay, as] X [b1, ba] X [c1, ¢2], na robu katere sta tako f kot tudi F
enaka 0. Razpisimo skalarni produkt

Posvetimo se samo prvemu ¢lenu produkta (f,U):

bz Cc2 as
/ fUdV :/ fzUdxdydz :/ / (/ fmde> dzdy.
Q K b1 c1 ay

Integriramo po delih in upostevamo, da sta f in F enaka ni¢ na robu kocke:

/bb/ <fU :j—/:szxdx> dzdy:—//KfodV:_/QfodV

Za ostala dva ¢lena storimo podobno in na koncu zdruzimo ¢lene skupaj:

/Q<Vf,F>dQ:—Af(Uz+Vy+Wz)dV:—AfV~FdQ.

i) Nismo dokazali.
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5.1 Standardni diferencialni operatorji v poljubnih ortogonalnih koordinatah

Namesto karteziénih nam lahko kdaj bolj koristijo kake druge (krivocrtne) koordinate. Zelimo si pravilo
za izracun operatorjev v teh koordinatah.

Oznacimo krivocrtne koordinate z & = (€1, &2,&3) in karteziéne z x = (21, x2,x3). Nove koordinate &
parametrizirajo R?, karteziéne pa z njimi izrazamo s pomodcjo funkcije r:

x = r(€).

Na primer v cilindri¢nih koordinatah imamo
x =r(€) = (rcose,rsing, z).

Definirajmo tangentne vektorje na koordinatne krivulje:

o
0&;

Funkcije rj so za j = 1, 2, 3 vektorska polja. Ortogonalnost koordinat pomeni, da so ti trije vektorji paroma
pravokotni. Na primer za cilindri¢ne koordinate velja:

r; =r1;(§) (€)-

r*ﬁ*ﬁ*(cos sin ¢, 0)
17851 787"7 ¥, Sm @, V),

or or .

ro = % = 99 = (—rsinp,rcosp,0),
Or Or

T 0 0z

Ocitno velja tudiry -rg =11 - r3 =r9 - r3 = 0, torej so koordinate ortogonalne.

rs = (0,0,1).

Potrebno je biti pazljiv na notacijo, namre¢ x oznacuje kartezi¢ne koordinate in x; oznacuje prvo od
kartezi¢nih koordinat, ki se najpogosteje oznaci z . Podobno r oznacuje preslikavo med krivoc¢rtnimi in
karteziénimi koordinatami, ry oznacuje odvod r po prvi krivoértni koordinati &, ki se v cilindri¢nem in
sfericnem koodrinatnem sistemu oznagéi z 7.

7

Definicija 5.8. Laméjevi koeficienti (nobene zveze z Laméjevimi koeficienti iz fizike trdne snovi)
so definirani kot

Hj = [rj| = T

in
H = H,H>Hs.
Definirajmo Se
n; = -~
i Hj

ki so enotski tangentni vektorji na koordinatne krivulje.

\ J

Opomba: kot vidimo je H volumen kvadra, ki ga sestavljajo vektorji r1, ro in rs, kar pa je ob pred-
postavki, da so te vektorji med seboj paroma pravokotni, enako volumnu paralelepipeda, ki ga doloc¢ajo
(pravokoten paralelepiped je kvader). Tako je H enak Jacobijevi determinanti preslikave r.

Naj bo u : 2 — R skalarno polje, podano glede na kartezi¢ne koordinate x = (x1,x2,z3). Glede na
krivocrtne koordinate & = (&1, &2, £3) se to polje izraza kot

Sedaj zelimo izraziti gradient u-ja po spremenljivkah x z odvodi U-ja po spremenljivkah &.
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Trditev 5.9. Za vsak ortogonalen & velja

i =
VeU, [ny/Hz 06 Hy  0& Hy  0f3 Hy 108 H

n1/Hy
(VX’LL)OI‘:< >_8_Uﬂ+a_U’l72 8U’r]3 ZaUng
n3/Hs

\

Dokaz. Uporabimo verizno pravilo na U = uor:

oU ou Ory Oou Org Oou Ors

= + + — 5
851 8331 (951 8332 861 6x3 8{1
U _ Oudr  Oudry Oudrs
0&  Or1 08  Oxp 0&  Oxs 0&’
U _ Qudr , Oudr,  Judrs
03 Ory 083 Oxp 061 Ox3 0&3
Vidimo, da lahko vsako vrstico zapiSsemo kot
ou or
9; 9¢;

za j =1,2,3. Ker je § ortogonalen in ker so ; normirane, je {n1,M5,M3} ortonormirana baza prostora R?.
Iz hnearne algebre vemo, da ¢e je {e1, ez, e3} ortonormirana baza, potem lahko poljuben vektor v € R3

razvijemo v tej bazi kot
3
v = Z(m ej)e;
j=1

() = ( Vuu(x(®), 5 (€)) = H;(€)(Vxu(r(€)), m;(€))

Sledi

3 n./Hi
Z ),m,(&))n; (&) = Z %gfgflj(ﬁ) = <V£U, ny/Ho> >
j=1 j=1""9 7 n3/Hs

O

Na ta nacin lahko izrazimo Vxu glede na spremenljivke £&. Koordinate lahko spremenimo nazaj v
kartezi¢ne, ¢e funkcijo komponiramo z inverzom od r. Namre¢, preslikavo r : & — x lahko vsaj lokalno
obrnemo in dobimo r~! = R : x — &. Zgornji izrek lahko zato zapisemo tudi kot:

n,/Hi
Vxu=( VeU, |ny/Ha| ) oR.
n3/Hs

Spet si za primer vzemimo cilindri¢ne koordinate. Velja:

r(r, ¢, 2) = (rcosp,rsingp, z)

in
R(z,y,2) = (/2% + y?, arctan(y/z) + km, 2).
Izrek 5.10. V krivoértnih koordinatah &, ki so ortogonalne, podane z zvezo x = r(€), za skalarno
polje u, ki doloca U = u or, velja naslednja izjava za Laplaceov operator:
3
0 H oU
e CH g 9; <H2 a@)

Dokaz. Vaja ali pa glej datoteko na spletni ucilnici. O
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Zgled 5.11. Vzemimo spet cilindricne koordinate & = (r,p,2) s preslikavo v karteziéne koordinate
(z,y,2z) = r(€) = (rcosp,rsinp, z). Tangentni vektorji, Laméjevi koeficienti in enotski tangentni vek-
torji na koordinatne krivulje so:

0
ri(§) = 5: = (cos g, sin p,0), Hy =1, my = (cosp,sing,0);
I'2(€) = gl = (77’8111()077"(:089070)7 H2 =T M= (7 Singp,cosga,());
¥
Jr
I‘3(€) = & = (0,0,1), H; =1, mn3= (O’Oa 1)

Velja H = H1HsHs = r, kar je enako kot Jacobijeva determinanta funkcije r. Poglejmo si gradient, kjer
vzamemo U (r, ¢, z) = u(r cos ¢, 7 sin ¢, z). Ratunamo po Izreku

oU . oUu 1 . ouU
(Vxu)or :E(COS ©,8in e, 0) + %;(— sin p, cos p, 0) + E(O,O7 1)

e U SR0U oUcosgoU oU
N or r oo’ Y or r Op 0z )"

Izracunajmo Laplacian po Izreku

Awyor L (2 (00, 2 (100 0 (oU
x S \or U or Op \r Jp 0z \ 0z

1o (y, 10U ov
Cror \' or r2 92 = 0227

Naj bo u(z,y, 2) = 2% + y? + 22, torej je U(r, p, z) = 2 + 22. Velja:
(qu)(m, Y, Z) = (21’, 2y7 22)

in
(Vxu)(r(r, ¢, z)) = 2r(cos p,sin p, 0) + é -0+ 22(0,0,1) = (2rcos ¢, 2rsin g, 22),
kar vidimo, da je enako. (Se dobro; ¢e ne bi bilo, bi bilo nekaj narobe z Izrekom ) Velja tudi:
(Axu)(z,y,2) =24+2+2=06
in

(Axu)(x(€)) = %-2~2r+0+2 = 6.

Zgled 5.12. Vzemimo sedaj sferi¢ne koordinate & = (r, i, 0) s preslikavo v kartezi¢ne koordinate (z,y, z) =

r(€) = (rsinfcosy,rsinfsing,rcosd). Tangentni vektorji, Laméjevi koeficienti in enotski tangentni
vektorji na koordinatne krivulje so:
Or . . . . . .
ri(¢) = e (sin € cos ¢, sin 0 sin @, cos §), Hy =1, my; = (sinfcos,sinfsin p, cosf);
r
or
ry(€) = 0= (—rsinfsin e, rsinf cos ¢, 0), Hy; =rsinf, mn, = (—sing,cosp,0);
14
Or
r3(¢) = = (r cos @ cos @, r cos B sin p, —rsin ), Hs =r, m5 = (cosfcosy,cosfsinp,—sind).

Velja H = H HyH; = r%sinf, kar je enako kot Jacobijeva determinanta funkcije r. Lahko se hitro
prepricamo, da res velja

NNy ="y N3 =11 13 =0.
Poglejmo si gradient, kjer vzamemo U(r, ¢, 0) = u(rsin @ cos @, rsin 0 sin p, r cos ). Racunamo po Izreku

5%
_9Um,  9Umy  OUmns

(VXU) °or= or H1 8@ H2 00 H3
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ou 1
Op rsind

= (sin @ cos ¢, sin  sin p, cos 0) +

or

Izra¢unajmo Laplacian po Izreku [5.10

(Axu)or - [8 (7"2 sin@aU) + 9 ( ! 8U) + 92 (sin9w>}
r2sinf | Or or Op \'sinf dyp o0 o0
10 (,0U0 1 0%U 1 9 (. 0U
“r2or (T 31") * r2sin® § Op? T sin 6 90 <51n939> '

Naj bo v = 22 + y? + 22 in zato U = r2. Velja:

oU 1
(—sing, cos ¢, 0) + %;(COSGCOS @, cosfsinp, —sinf).

(Vxu) or = 2r(sin 0 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0) = 2(x, y, )

8 19

=——(2r%)+0+0=6.
r2 87“( ) +0+

Oba rezultata se ujemata z ugotovitvami iz kartezi¢nih koordinat.

(Axu)or

Zgornje formule so uporabne, ¢e je izrazava polja u v krivocrtnih koordinatah zelo preprosta. Prav
tako so doloceni problemi taki, da zahtevajo dolocene koordinate in takrat zelimo diferencialne operatorje
izraziti v teh koordinatah.

Naredimo hitro ponovitev temeljnih diferencialnih operatorjev. Indeksi pri nablah so izpusceni, saj so
vedno misljene tiste koordinate, v katerih sta definirana f ali F. Zaradi preglednosti so gradienti in rotorji
zapisani, kot da slikajo nazaj v iste koordinate v katerih sta definirana f in F. Ce Zelimo prehajati med
koordinatami, uporabimo preslikavo r ali njen inverz.

Karteziéne koordinate

Naj bo f(z,y, z) skalarno polje in F(z,y,2) = (U(z,y, 2),V(z,y, z), W(x,y, z)) vektorsko polje.
Velja dV = dxdydz in:

Gradient: V/— (ggzgﬁ);
Divergenca: V-F= ?Tg + ?TZ + 8872/;
Laplacian: Af = % + (I;Qy]; + %

Cilindriéne koordinate

Naj bo f(r, ¢, z) skalarno polje in F(r, ¢, z) = (R(r,¢,2), ®(r, ¢, 2), Z(r, ¢, z)) vektorsko polje.
Velja dV = rdrdedz in:

Gradient: Vf= (gi’ ig(‘; g) :
_106R) 100 0z

Divergenca: V-F - + o + o
10Z 0® OR 9Z 10(r®) 10R
tor: F={-—--—————,————|;
Rotor v (Tagp 0z 0z Or’'r Or r@(p)’
L 10 of 1 0%f O2*f
Laplacian: Af = o (rar> + e + 52
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Sferi¢éne koordinate

Naj bo f(r,p,0) skalarno polje in F(r,p,8) = (R(r, ¢, 0), ®(r, ¢, 0),0(r, ¢,0)) vektorsko polje.
Velja dV = r?sin @ dr dep df in:

e v (21 0510
Gradient: vi= (67“’ rsind d¢’ r 00
l@(rQR) 1 0® n 1 OsinpO
r2  Or rsind Op  rsinf 90

1 [0© 9(sinf®)] 1[OR 0O(rO)] 1[I(rd) 1 OR
rsinf | dp 06 “r | 00 or |’r

2
Laplacian: Af = 19 ( 8f> + ! e + ! 0 (sinﬂgg) .

ror \ or r2sin? 0 Op? | r2sinf 00

)

Divergenca: V- -F =

or sinf Oy

Rotor: VXxF= (
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6 Integracija po krivuljah in ploskvah v R?

6.1 Krivuljni integral

Naj bo r : I — R3 regularna parametrizacija neke krivulje I' in naj bo u : I' = R skalarno polje na I'.

g Y

Definicija 6.1. Integral skalarnega polja w na krivulji I' definiramo kot
/uds = /u(r(t))|r(t)| dt.
r I

Trditev 6.2. Zgornja Deﬁm’cijaje dobra (neodvisna od parametrizacije).

. J

Dokaz. Naj bosta I, J intervala ter r : I — R3 R : J — R? parametrizaciji za krivuljo I. Parametrizaciji
sta povezani z odvedljivo in injektivno preslikavo ¢ : J — I;R = r o ¢. Ker je ¢(s) injektivna in velja
o(s) # 0, to pomeni da je ¢(s) ali povsod negativna ¢(s) < 0 ali pozitivna ¢(s) > 0. Ta lastnost nam
olajsa delo pri absolutnih vrednosti v naslednjih integralih, namre¢ ni nam treba paziti, da se bo predznak
|$(s)| zamenjal. Kljub temu bi morali za rigorozen dokaz pogledati oba primera(¢(s) < 0 in ¢(s) > 0),
a je to trivialno, ker se v nasprotnem primeru v integralih le obrnejo meje. Z uporabo veriznega pravila
dobimo R(s) = #(¢(s))¢(s). Zdaj lahko zapiemo:

[ aREIRE) s = [ utee)iteE)lee) s = [ ulele)lio)]d,
J J I
kjer smo na koncu uvedli novo spremenljivko ¢(s) =t in dt = ¢(s) ds. O

Zgled 6.3. Izracunajmo tezis¢e homogene polkrozne zice (I') s polmerom a. Iz simetrije ugotovimo, da
velja xp = 0, ypr pa izra¢unamo kot:

1 1
o= G = g e

Izberimo parametrizacijo za I' kot r(t) = (acost,asint) za t € [0,7]. Ocitno je |¢(t)| = a, zato
™

. 2
yr = — asintadt = —a.
wa 0 v

Integriranje vektorskih polj po krivuljah lahko definiramo na dva na¢ina. Ena mozZnost je, da integri-
ramo po vsaki komponenti posebej kot po skalarnem polju in kot rezultat dobimo vektor. Pogosteje pa
nas zanima samo tangentni del vektorskega polja.

7

Definicija 6.4. Naj bo I gladka krivulja z regularno parametrizacijor : I — I'in F : I' — R3,
F = (U,V,W) zvezno vektorsko polje. Integral vektorskega polja vzdolz T je

/FF~dr:/I<F(r(t)),i~(t)>dt.

Ce zapisemo r(t) = (x(t),y(t), 2(t)), je ¥(t) = (&(t),§(t), 2(t)) in dr = #(t) dt = (dx,dy,dz). Dobimo:

/ F.dr = / Ude+Vdy+Wdz = /[U(r(t))a’c(t) FV(e()g(E) + W (e (6)2(2)] dt.
T T I

Trditev 6.5. Ce v Deﬁnicijé fr F - dr nadomestimo parametrizacijo r z neko drugo reqularno
parametrizacijo R, potem je novi integral fr F-dR:

e enak prvotnemu, ce r in R dolocata isto orientacijo I';

e nasprotno enak prejsnjemu, ée r in R dolocata nasprotno orientacijo I'.
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Dokaz. Dokaz je zelo podoben dokazu Trditve zato je prepuscen kot vaja bralcu. O

Zgled 6.6. Izracunajmo
Iz/xdx+(x+z)dy+z2dz,
r

kjer je parametrizacija krivulje dana kot r(t) = (¢,t%,t3) za t € [0,1]. Veljar(t) = (1,2¢t,3t?) in F(x,y,2) =
(v, + z,22).

1
1 1 1 1 19
I= t-1+@+83)-204+¢% -3 dt==42=42-4+3=- = =,
/O( B8 20+ 3 d = D 420 20 43 = 1

Zgled 6.7. Izracunajmo integral
I= /(ac2 —y?)dz — 2zy dy,
r

kjer je T' odsekoma ravna krivulja od (0,0) prek (1,0) in (0,1) do (0,0). Vektorsko polje je F(z,y) =
(2% — y?, —2zy). T lahko zapisemo kot unijo treh gladkih krivulj I' = 'y UT9 U I's:

Iy =(t,0), t €[0,1],
Iy =(1-1t,t), t][0,1],
I3 =(0,1—-1t), te[0,1].

Dobimo

1 1 1 1 1
/F-dr:/ F-dr+/ F-dr+/ F~dr:/ t2dt+/ [—((1—t)2—t2)—2t(1—t)]dt+/ 0dt = ——=40 = 0.
T Iy T T3 0 0 0 3 3

s '

Definicija 6.8. Vektorsko polje F : Q — R3, kjer je 2 C R? odprta mnozica, je potencialno, ¢e
obstaja skalarno polje u : Q@ — R, da je F = grad u = Vu. Funkcijo u imenujemo potencial polja
F.

Trditev 6.9. Naj bo I' reqularna krivulja med tockama A in B € R? in naj bo F = Vu potenci-
alno vektorsko polje. Potem je
F-dr = u(B) —u(A).
r

\. J

Ta trditev je v eni dimenziji ekvivalentna osnovnemu izreku analize. Omenimo Se, da ob tem spoznanju

rezultat iz Zgledani tako presenetljiv, saj je polje po katerem smo integrirali gradient funkcije u(z,y) =
3 2
x® /3 — xy°.

Dokaz. Naj bo I = [t1,t5] interval na katerem je definirana krivulja ' s parametrizacijo r, tako da velja
r(t1) = A in r(t2) = B. Imamo:

/FF-dr:/IF(r(t))~f(t)dt:/IVu(r(t))-f(t)dt:

: : : du(r(t)) "

= I[uz(r(t))w(t) + uy (r(£))9(t) + uz(r(t))2(t)] dt = Ta e u(r(t))| =u(B)—u(A).
t1

V predzadnjem koraku smo uporabili verizno pravilo v obratni smeri in potem uporabili osnovni izrek

analize. O

e D

Trditev 6.10. Naj bo Q C R3 povezana odprta mnoZica in F : Q — R3 neko zvezno vektorsko
polje. Naslednje trditve so ekvivalentne.

1. Polje F je potencialno.

2. Integral F po poljubni sklenjeni krivulji je enak nic.

8. Za A, B € Q je integral polja F neodvisen od izbire poti I' v Q od A do B.
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Dokaz.
(1) = (2) Naj bo I sklenjena krivulja in A € T zacetna in konéna tocka. Potem je po prejsnji Trditvi
0.9
/F-dr:u(A)—u(A) =0.
r

(2) = (3) Naj bosta I'y in I'y razli¢ni krivulji, ki imata zacetno tocko v A in konéno tocko v B. Ti
dve krivulji lahko sestavimo v skupno krivuljo I', tako da najprej potujemo po I'y od A do B, nato pa po
I's od B do A. Torej I' =Ty UT'y. Velja:

0:/F~dr:/ F~dr+/ F~dr:/ F~drf/ F - dr.
F Fl E Fl F2

Pri tem smo uporabili in spremenili predznak za spremembo orientacije krivulje I's. Sledi

/ F-dr:/ F -dr.
I Iy

(3) = (1) Spomnimo se prejsnje trditve: ¢e je F = Vu in ' pot od A do B, je [ F-dr = u(B) —u(A).
Recimo, da fiksiramo toc¢ko A in definiramo funkcijo

u(B) =u(A4) + /F F - dr,

pri emer je u(A) konstanta. Ce je F = V(u), je tudi V(u + C) = F, za katerokoli konstanto C' € R. Z
drugimi besedami, gradient je dolo¢en do aditivne konstante natan¢no, zato lahko re¢emo u(A4) = 0. Tako
za tocko T' = (z,y, z) definiramo

u(T):/FF-dr,

kjer je T poljubna pot od A do T znotraj 2. Po predpostavki je ta integral dobro definiran, torej je
neodvisen od izbire poti I'. Pokazali bomo, da velja Vu = F, oziroma (ug,uy,u,) = F = (U, V,W).
Dokazali bomo samo za prvo komponento, za ostale je dokaz analogen.

Najprej si poglejmo definicijo parcialnega odvoda w po spremenljivki x:

1 1
uw:limh(u(x—l—h,y,z)—u(x,y,z)):lim(/ F~dr—/ F~dr>7
Iy r

h—0 h—0 h

kjer je T’y pot od A od (x,y, z) in 'y poljubna pot od A do (x+ h,y, z). Ker je I's lahko poljubna, jo lahko
zapiSemo kot 'y = T’y U T3, kjer je I's daljica od (x,y,2) do (z + h,y,z). To lahko parametriziramo kot
r(t) = (x+ ht,y, z), t € [0,1]. Velja se #(t) = (h,0,0). Integral po krivulji I'; skoraj v celoti izni¢i integral
po I's, ostane samo Se integral po I's:

u(ﬂc—|—h,y,z)—u(at:,y,z):/F F-dr:/0 F(r(t))-i‘(t)dt:/o U(z + th,y, z)hdt.

Tako je
1

1 1
urloon2) = Jim & [ UG+ thoy ) dt= [ UGy )= UGep.2)

V drugem koraku smo uporabili dejstvo, da je U zvezna, torej je tudi integral zvezen, torej je limita kar
enaka funkcijski vrednosti. O

Zgled 6.11. Delec z maso m se giblje vzdolz poti v po povr§ju Zemlje. Polozaj delca oznac¢imo z r, pri
cemer je izhodisce v sredisc¢u Zemlje. Na delec deluje gravitacijska sila

Fg = —Gme,
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kjer je M masa Zemlje in G = 6,67 - 107 Nm2 kg 2. Vedeti Zelimo, ali je F, potencialno polje, torej ali
obstaja tako skalarno potencialno polje u, da bo veljalo Fy = Vu. Ker je F, odvisen samo od r, bo tudi
u odvisen samo od r. Is¢emo torej tak u, da bo veljalo

ou  GMm
or r2
Uganemo rezultat
GMm
u =
r

in lahko preverimo, da res velja Fy = V(GMm/r), torej je F, res potencialno. Delo, ki ga sila opravi pri
gibanju po poti v od v(0) do (1) je

A:/Fg-dr:/V<GMm> dr:GMm_GMm,
r
¥ 5

1 To

kjer sta 1, = |r(1)

in 79 = |r(0)|. Na povrsju Zemlje velja 1 = rg oziroma 1 = 19 + Ar:

_ GMmAr
~ ro(ro + A7)’

Upostevamo, da je Ar < rg, zato je r1 = 19 + Ar = 19 = R, ¢emur retemo srednji polmer Zemlje
(R =6371km).
GMm

R2
kar nam je pa ze zelo poznano iz fizike (g je v tem primeru negativen, ker kaze proti izhodiscu).

A=—

Ar = gmAr,

Izrek 6.12. Delo rezultante vseh sil, ki delujejo na delec, je enako spremembi kineticne energije.
Ker je celotna energija enaka vsoti kinetiéne in potencialne energije, je delo enako negativni spre-
membi potencialne energije A= —AU = U(rg) — U(ry).

Pri tem je U nek fizikalni potencial, na primer gravitacijski: U(r) = —u(r) = —GMm/r. 1z formule
vidimo, da je U(r) enako delu, ki ga moramo opraviti, da prinesemo tockast objekt z maso m iz neskonénosti
do tocke r. To teorijo lahko uporabimo tudi pri delovanju gravitacije Sonca na planete.

Pri fiziki se ta celoten postopek naredi samo z enim kraj$im razmislekom. Velja
F=-VU,

kjer je F potencialno polje in U primeren potencial. Minus je zaradi tega, ker sila kaze v smeri manjsanja
potenciala, gradient pa v smeri vecanja. S tem se pride do enakih zakljuckov kot z zgornjim, bolj mate-
mati¢no obarvanim postopkom.

Vpragajmo se naslednje: ali lahko z neposrednim rac¢unom preverimo, e je polje F potencialno? Vemo,
da velja V x Vu = 0, za vsako dvakrat odvedljivo skalarno polje u, torej potencialno polje F zagotovo
implicira V x F = 0. Na zalost pa ne moremo govoriti o ekvivalenci. To demonstrira naslednji zgled.

Zgled 6.13. Na dvodimenzionalnem zgledu pokazimo, da V x F = 0 ne pomeni nujno, da je polje F
potencialno, vendar pa da za potencialno polje F zagotovo velja V x F = 0.

Naj bo F = (U, V,0) vektorsko polje. Velja V x F = (0,0,V, — U,). Ce je F potencialno, torej obstaja
tak u € C?, da je F = Vu, potem je V,, — U, = (uz)y — (uy)z = 0, zato je V. x F = 0.

. . . _ . . _ —y . _ x . _ y27172 . _ y27z2
Poglejmo si polje F = (U, V,0), kjer je U = T In V= el Velja V,, = Gty 0 Uy, = (EEE=TOLE

Torej V,, — U, = 0 in posledicno V x F = 0. Pokazimo, da F ni potencialno. Po Trditvi [6.10] je dovol;
dokazati, da integral tega polja po neki sklenjeni poti ni enak ni¢. Nekam sumljiva se nam zdi tocka (0, 0),
kjer F' ni definiran, zato se nam morda splaca integrirati po krivulji, ki obkrozi izhodiS¢e, na primer po
enotski kroznici v xy ravnini: r(¢) = (cost,sint,0), za ¢t € [0, 2x]. Velja #(t) = (—sint,cost) in

27 .
—sint cost
% F~dr:/ ( 5 m o T3 5 ,0>~(—sint,cost,0)dt=
8K (0,1) 0 sin“t + cos“t sin“t + cos“t
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27 2m
= / (—sint,cost,0) - (—sint,cost,0)dt = dt =27 # 0.
0 0

Kot vidimo, polje F ni potencialno.

Problem nastane takrat, ko ima obmocje €2, na katerem je F definiran, luknje. V zgornjem primeru je
bilo definicijsko obmoécje R? \ {(0,0)}. Integral je obkrozil to singularnost.

Definicija 6.14. Obmogje 2 C R? je zvezdasto, ¢e obstaja taka tocka Ag s krajevnim vektorjem
w(, da za poljubno tocko A € ) daljica med Ag in A celotna lezi v €.

Ce A predstavimo z vektorjem w, je daljica enaka
ApA={(1 —t)wg +tw; t €[0,1]}.

Temu recemo tudi konveksna kombinacija vektorjev w in wy.

Vsaka konveksna mnozica je zvezdasta, saj daljica med poljubnima dvema tockama lezi v celoti v tej
mnozici, torej za Ay lahko izberemo poljubno tocko.

Izrek 6.15. Naj bo Q C R3 zvezdasto obmodje (povezana odprta mnoZica) in naj bo F zvezno
odvedljivo vektorsko polje na 2. Ce je V. x F =0, potem je F potencialno.

Dokaz. Ker je Q) zvezdasta, obstaja Ag, da za vsak A € Q daljica med Ap in A lezi v 2. Definirati zelimo
potencial u : © — R za F, da bo veljalo Vu = F. Za poljuben A € Q bomo definirali v v tocki A kot
integral polja F po daljici od Ag do A. Naj bo wg = (xg, Yo, z0) krajevni vektor tocke Ag in w = (z,y, 2)
krajevni vektor tocke A. Izberemo parametrizacijo daljice r(t) = wqo + t(w — wy) za ¢ € [0,1], pri éemer
velja 8e r = w — wg = (. — 2o,y — Yo, 2 — 20). Naj bo

1
u(A) =u(z,y,2) = / F.-dr= / F(r(t)) - r(¢) dt.
ApA 0
Trdimo, da je u res potencial F oziroma
Ou ou ou
Vu(l', Y, Z) - (&v(m’ Y, Z)7 aiy(xa Y, Z)a &(Z, Y, Z)) .

Posvetimo se samo prvi komponenti. Najprej preverimo, da je u sploh odvedljiv. To pomeni, da mora
biti integrand zgornjega integrala odvedljiv. Vidimo, da res je, saj je F € C', r pa je tudi odvedljiv.
Predstavljali si bomo, da je F odvisen od koordinat &,  in (, ki so po vrsti komponente krivulje r. Torej
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F(&n, Q) = UEn, 0, V(En, ), W(&n,()), kier je { =1 = zo + t(z — xo) in podobno za 7 in ¢. Velja:
0 Lo
5= ) (v = wo)

— [ 35 Um0 =20) + VIER O =) + Wm0z~ 20)] de

Yl oUu ari(t)  0U dry(t)  OU ors(t) Az — x0)
_/0 9 Oz on Oz ¢ Oz (@ = z0) + U(r(t)) ox
0 0
OV 9ry(t) | OV Ory(t) | OV Irs(t) 9y — ¥o)
o6 ar Ty or Tac ox |V W FVED) —H
———
0 0 0
OW Orq(t) | OW Ora(t) | OW Ors(t) 3 d(z — 29)
Y1 or T an e T ac ox |G TR0 FWEE) — | dt
————
0 0 0
' Tou oV oW
7/0 [(%t(x —x9) + a—ét(y — o) + a—gt(z —29) + U] dt.
Upostevamo $Se, da velja V x F = 0, torej We = U in Ve = U,,. Nadaljujemo z izpeljavo:
'Tou oU ou
/0 -a—gt(aj —x0) + a—nt(y — o) + éTCt(z —20) + U} dt
LT 0U(x(t)) . U (x(t)) . U (x(t)) .
'rd td
- /0 V) + U(r(t))] dt = /0 < (Ue())
=U(r(1)) = U(w) = U(z,y, 2).
S tem smo dokazali, da velja g—g(x,y,z) = U(x,y,z). Analogno lahko pokazemo Se, da velja %Z =V in
g—;‘ = W, torej res velja Vu = F. O

6.2 Ploskovni integral

Definicija 6.16. Naj bo M C R™ neka regularna ploskev in f : M — R zvezno skalarno polje.
Ploskovni integral skalarnega polja f po ploskvi M je

/ fds = / e 5 ol
M D

kjer je r : D — M poljubna regularna parametrizacija za M.

Ce je f =1, ta integral predstavlja povrsino ploskve, d.S pa diferencial povrsine.

[ Trditev 6.17. Zgornja Deﬁm’cijaje dobra (torej neodvisna od parametrizacije r ).

Dokaz. Dokaz je analogen dokazu Trditve [1.9] zato je namenjen kot vaja bralcu. O

Zgled 6.18. Naj bo M zgornja polovica homogene sfere v R? z radijem a. Izraéunajmo tezisée T =
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(z7,yr, 21). Iz simetrije takoj sledi, da je xr = yr = 0. Oznacimo z p povrsinsko gostoto. Imamo:

1 1 1
ZT_TTM/Mde_M/MZpdS_ Imal /MZdS,

kjer je 2ma?p masa polsfere. Polsfero parametriziramo s sferi¢nimi koordinatami: r(u,v) = (acos ¢ sin 6, asin ¢ sin 6, a cos )
kjer je (u,v) € [0,27] x [0,7/2]. Vrednost |r, X r,| je kar enaka Jacobijevi determinanti za sferi¢ne koor-

dinate. Velja:

1 27 pm/2 /2 a

zp = / / acos0a2sin0d9d90:a/ sinf cosfdf = —.
27Ta2 0 0 0 2

Definicija 6.19. Naj bo M ploskev z orientacijo N. Ploskovni integral zveznega vektorskega polja
F : M — R3 je definiran s predpisom:

//MF-dS://MF~NdS.

Predznak integrala je odvisen od izbire smeri orientacije.

Cejer= r(u,v) : D — M neka regularna parametrizacija za M, lahko vzamemo
Ty X Ty,
ey X 1y
in sledi

/F-dS:/F-N|ru><rv|dudv:/F(r(u,v))-(ruxrv)dudv.
M D D

Integral ni odvisen od parametrizacije.

6.3 Gaussov in Stokesov izrek

Vzemimo za motivacijo osnovni izrek matemati¢ne analize, ki pravi

b
/ f/(x)dx:ﬂb)—f(a)zyﬁ f(x) de.
a Ola,b]

Zadnji korak je nekoliko nenavaden, saj integriramo funkcijo f samo v dveh tockah, vendar se tudi tak
integral da rigorozno definirati (na primer z Diracovo mero). Integral na intervalu smo torej preoblikovali
v integral po robu tega intervala. Zeleli bi si nekaj podobnega, vendar v visjih dimenzijah.

g )

Izrek 6.20 (Gaussov izrek). Naj bo Q odprta omejena mnoZica v R® z (odsekoma) gladkim ro-
bom (torej je O odsekoma gladka ploskev z orientacijo N, ki kaze ven iz Q — imenuje se zunanja
normala). Naj bo F € C vektorsko polje v okolici Q = Q + 0. Tedaj je

# FodS=// V.-FdV.
a0 Q

. J

Dokaz Kar sledi ni popoln dokaz, ampak samo za obmocja §2, ki jih lahko zapiSemo kot obmocje med
dvema grafoma za vse tri koordinate. Pisimo F = (X,Y,Z), torej V-F = X, + Y, + Z,. Oznacimo z
N = (N7, N2, N3) zunanjo enotsko normalo na 9. Dokazati zelimo, da velja

# (XN; + YN, + ZN3)dS = /// (X + Y, + Z.)dV.
o0 Q

Oznacimo levo stran tega izraza z LS in desno stran z DS. Dovolj je dokazati samo eno komponento, recimo
zadnjo: b, ZNsdS = [[[, Z. dV. Formulirajmo Q kot Q = {(z,y,2) € R* (x,y) € D, f(z,y) < z <
g(x,y)} za dve funkciji f,¢g: D — R.

LSZ:# ZNgdSz(// ZN3d5+// ZN3dS+// ZN3dS>.
o0 Ty Ty navp. del
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Tretji ¢len je enak ni¢, saj normala navpicnega dela lezi v ravnini xy, torej je njena z komponenta enaka
0. Parametriziramo graf I'y kot r = (z,y, f(z,y)) in (z,y) € D. Imamo r, x ry = (—fz, —fy, 1), torej je

// ZN3dS = // (z,y, f(z,y))———= (rz X 1) ry X ry|dzdy,
Ff | Iy X y|

pri ¢emer je (rp X ry), = —1 (2 komponenta vektorskega produkta) za f in 1 za g. Velja:

LS, = //D [Z(x,y,9(x,y)) — Z(z,y, f(z,y))] dedy.

Imamo Se:

DS, :///QZZdV://D (/fji:j) Z, dz) dxdy = //D(Z(x,y,g(:c,y)) —Z(z,y, f(z,y))) dedy = LS,.

O

Zgled 6.21. Naj bo Q = K(0,1) enotska krogla v R®. Ozna¢imo F = (z,v,2) = id. Izracunamo

ﬁgQF.dS://QV~FdV:3V(Q)):

Zgled 6.22. Naj bo M = {(z,y,2) € R* 22 +y? = 22, 0 < z < 1}, kar je plas¢ stozca, in naj bo
F = (y?, 23, 2%). Izracunajmo integral
I= // F-dS.
M

Velja V - F = 0. Ce zelimo uporabiti Gaussov izrek, vzamemo za Q tako telo v R3, za katero velja, da je
M del 0f). Za nas je tak Q cel stozec. Naj bo K njegova zgornja ploskev orientirana navzven. Tedaj je

0 =M UK. Velja
# F~dS:// F-dS+// F~dS:// V-FdV =0.
o0 M K Q
Iz tega sledi, da je
1 2 T
// F~dS:—// F~dS:—// F~(0,0,1)dudv:/ / (rcosp)?rdrde = ——.
M K K o Jo 4

[ Posledica 6.23. Operator divergence je neodvisen od izbire ortonormirane baze v R3. ]

Dokaz. Ce je F = (U, V,W) vektorsko polje, ki je definirano v okolici tocke ry € R, je

(8U+6V+('“)7W
Ox 0z

;I_I)I(l) Vv ]CS r07 ///,;3 VoRdV = ;I_I)I(l) 0873 //Sz(ro,s)

kar je neodvisno od izbire koordlnatnega sistema. O

V- F(rg) = )(ro) = (V- Fics ey ) =

Izrek 6.24 (Greenova formula). Predpostavimo sledece:
e D C R? z (odsekoma) gladkim robom (0D je kon¢na unija odsekoma gladkih krivulj, orienti-
rana skladno z normalo (0,0,+1) na D);
o F = (X,Y) je vektorsko polje iz C' na okolici D.
Tedaj je:

de—l—Ydy:/ (Y, — Xy) da dy.
D

oD
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Dokaz. (Bolj komentar kot eksakten dokaz). Greenovo formulo lahko razumemo kot reformulacijo dvodi-
menzionalne oblike Gaussovega izreka

G~Nds:// V. Gdzdy.
oD D

Ce bi imeli T (tangento) namesto N (normale), bi bila leva stran izraza integral G po krivulji dD. Zato
poiscéemo polje H, za katero velja H-T = G - N. Ker je tangenta pravokotna na normalo, velja T = RN,

pri cemer je
0 -1
=]
rotacijska matrika za /2 v R?. Torej velja N=R'Tin G-N=G:(R7!T)=(RG)-T=H-T. Sledi
G- -Nds= H Tds= H~dr:y§ (=Vdz+Udy).
oD oD oD

oD

Pri tem smo oznacili G = (U, V), iz Cesar sledi H = (—V, U). Hkrati je

//v GdS = //U+V de dy.

a (U, V) = (Y,—X) sledi Greenova formula. O

Izrek 6.25 (Stokesov izrek). Predpostavimo sledece:
e M C R3 omejena (odsekoma) gladka orientirana ploskev z (odsekoma) gladkim robom (OM
je koncna unija (odsekoma) gladkih krivulj, ki so orientirane skladno z M );
o F wektorsko polje iz Ct, definirano v okolici M.

Tedaj je
9§ F~dr:/ (V x F) - dS
oM M

\. J

Dokaz. (Skica dokaza) Gledamo primer, ko je M graf funkcije I'y = {(z,y, f(z,9)); (x,y) € D C R?}.
Pigimo e F = (XY, Z), kjer so X,Y, Z : M — R funkcije v C'. Imamo

?g F.-dr = Xdz+Ydy+Zdz= X(r)dz +Y(r)dy + Z(r)[fr dz + f, dy].
oM oM oM

Pri tem je parametrizacija za OM podana z zozitvijo r = r(z,y) na 9D. Zgornji izraz lahko prepisemo v
obliko

yﬁ F.dr— 515 (X(r) + Z(r) ) dz + (Y (x) + Z(r)f,) dy
oM oD

Funkcije X, Y in Z so vse funkcije treh spremenljivk u, v in w. Na tem izrazu zdaj uporabimo Greenovo
formulo:

éMF dr*// {[Yu(r+Y() +Y()W

+(Zu —+Z()?+Z ()3f(a";y))fy+2(%%)]
{Xu ——i—X()%—i—X ()8fg;’y)
+ (Zu( )g—z+z (r )%+Z (r )8f(8:”y’y))fz+2(%§)]} dedy = 1.
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Upostevamo, da velja § 3“" =1, % =0, af(x’y) = fu, m = fy in fuy = fyz. Dobimo:

b et | (102 i)+ (1)K = 2+ (V= X,) dady
/ (VXF()) (—fo,—fy,1)dady

:/D(VXF)~deIdy
:/ (V x F) - dS
M

Opomba: tudi rotor je neodvisen od izbire ortonormirane baze v R®. Dokaze se s pomocjo Stokesovega
izreka tako, da se pokaze, da je (V x F) - n neodvisen od izbire ortonormirane baze za vsak n.

Zgled 6.26. Naj bo M zgornja polovica enotske sfere v R3, torej graf funkcije f(z,y) = /1 — 22 — y2.
Za F(x,y,z) = (3yz, —rz, zy) izracunajmo

I://M(VXF)~dS

e Izracunajmo direktno. Velja V x F = (2z, 2y, —42). Imamo

I:// (2x,2y,—4z)-(x,y7z)d5’:// (227 4 2y* — 42?)dS =
—6// 2 +y?*)dS — 4// x? +y? + 22 dS—6// 2?2 4+9%)dS — 421 =

2n  pm/2
—6/ / (rcos0)?r?sinfdf dp — 877—1277/ cos? Osinfdf — 87 = 87 — 87 = 0.
0

O

e Izracunajmo s pomocjo Stokesovega izreka:
I= §£ Byz, —xz,xy) - (Fg, Ty, 1) ds = yg (0,0, zy) - (74,7y,0)ds = 0.
oM aM

Spomnimo: e je v € R3, u zvezna realna funkcija, definirana na okolici tocke v, in a € §3(0, 1) enotski
vektor, je smerni odvod funkcije u v toc¢ki v in v smeri a definiran kot

ou . u(v+ha)—u(v)
Zv) =1
Oa v) s h ’
¢e limita obstaja. Velja tudi
Gy a
da ™

Izrek 6.27 (Greenovi identiteti). Naj bo Q C R3 odprta mnoZzica z odsekoma gladkim robom in
w,v skalarni polji razreda C? na neki odprti okolici zaprtja Q.

Prva Greenova identiteta:
# w2l 48 = /// (uAv + Vu - Vo) dV.
90 on
Druga Greenova identiteta:
# (u@ - v—) ds = /// (uAv — vAw)dV,
On

kjer je n enotska zunanja normala na 0S2.
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Dokaz. Prvo dokazemo tako, da vzamemo F = uVv in uporabimo Gaussovo formulo:

#%ZF.dSz///QV-FdV:///Q(uAU-i-Vu-Vu)dV,

Po drugi strani pa je

# F-dS:# (qu-n)dS:# u(Vv-n)dS:# u@ds.
20 20 20 a0 On

Druga identiteta sledi iz prve z zamenjavo vlog u in v ter odStevanjem.

Posledica 6.28. Ce je v = 1, velja

8—udS: // AudV.
a0 On Q
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7 Navadne diferencialne enacbe

Diferencialne enacbe so naloge/enacbe, v katerih nastopajo odvodi iskane funkcije. Ceje F = F(v,ug,u1,...,up)
neka funkcija n 4 2 spremenljivk in je odvisna od u,, potem je

F(z,y,y,...,y"™) =0
diferencialna enacba n-tega reda.
Zgled 7.1.
e 3/ = 3siny + z° je diferencialna enacba 1. reda,

o /S +yy"” = —8log|z| je diferencialna enacba 3. reda. Lahko jo zapisemo kot F(v,ug,u1, us, us) =

u$ + uguz + 8log |v| = 0, kjer seveda velja v = x, ug =y, uy =y, uz = y" in uz = y"'.

Pri obravnavi diferencialnih ena¢h se bomo sprasevali naslednja vpraSanja.
o Ali resitev obstaja?
e Kje je definirana?
e Ali je enoli¢na?
e Ali jo znamo zapisati?
e Kaksne so lastnosti resitve?
Enacbe prvega reda delimo na dve vrsti:
e Eksplicitno podane: 3’ = f(z,vy),
e Implicitno podane: F(z,y,y") = 0.
Zgled 7.2.

e y' = f(z). Taksne enacbe smo obsirno spoznali v prvem letniku in zanje poznamo vse odgovore na
zgornja vpraSanja. ReSitev je

o) = [ @)

e y"” = f(x). To lahko prevedemo na zgornjo enacbo:

y@ = [ ") de 1 C = glo).

Nova enacba je ¢y = g(z), ki pa jo spet znamo resiti:

y(x)/:g@)dcw/:/;f(odsdwcwu

1

Opazimo, da ima resitev dva parametra C in D.

e y' = y. To diferencialno enacbo tudi lahko preoblikujemo v zgornjo, namre¢ (In|y|)’ = 1, iz Cesar
sledi
y(z) = De*

za D e R.

Slutimo, da je Stevilo parametrov enako redu diferencialne enacbe. Pogosto poleg osnovne enacbe zahte-
vamo $e zacetne/robne pogoje:

y' = fz,y), y(@o) = yo.
Taki nalogi re¢emo Cauchyjev problem (CP).
Ce imamo diferencialno enacbo prvega reda podano eksplicitno, lahko narisemo polje smeri. To je
koordinatni sistem, ki ima v tockah narisane kratke ¢rtice z naklonom f(z,y), kar je ravno odvod iskane

funkcije y(z). S tem si lahko vizualno predstavljamo resitev enacbe, saj nam jo prikazuje smer ¢rtic.
Primer polja smeri je na sliki
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Slika 7.1: Primer polja smeri za diferencialno enac¢bo y' = sinz/(1 — y). Zgornja krivulja predstavlja

reditev z zacetno vrednostjo y(0) = 14 +/41/10, spodnja pa resitev z zacetno vrednostjo y(0) = 1—3/+/2.
Srednja resitev je sestavljena iz dveh funkcij z zacetnima vrednostma y(0) = 14 /3.

Eulerjeva metoda

Imejmo Cauchyjevo nalogo vy = f(x,y), y(xo) = yo. Is¢emo y : I — R, kjer je I nek interval v okolici
xg. Privzemimo, da je funkcija f definirana na J x R. Izberimo x € J. Za poljuben n € N razdelimo
interval [z, ] (oziroma [z, x]) na n enakih delov (recemo, da naredimo mrezo velikosti h = (z — zg)/n).
Oznagimo z; = xg + jh. Ce je h majhen (n velik), potem je na [z, ] funkcija y, ki naj resi Cauchyev
problem, priblizno enaka svoji tangenti:

Y —yo =y (z0)(X — z0).
Na ta nacin dobimo priblizek za y; = y(x1), torej je

y1 = Yo + f(zo,y0)(x1 — xo) = yo + f(x0, yo)h.

S postopkom nadaljujemo na [z1, 23], tako do gledamo nov Cauchyjev problem 3’ = f(z,y) in y(z1) = y1.
Dobimo rekurzivni formuli:
T; =21+ h
in
Yi =Yj—1 +hf(zj-1,y;-1),
za j=1,..,n. Ker je x,, =z, je y, priblizek za y(z). Na koncu posljemo h — 0 oziroma n — oo, ¢e se to
da. Temu postopku recemo Fulerjeva metoda.

Zgled 7.3. Naj bo ¢/ = y in y(0) = 1. Sledi 2; = jh, yo = 1 in y; = yo + hyo = 1 + h. Ce racunamo
naprej po Eulerjevi metodi, dobimo yo = 41 + hf(z1,91) = (h+ 1)2. Z indukcijo se lahko pokaze, da velja
y; = (1 + h)7. Konéni rezultat bo

n

yn:(l—i-h)”:(l—%-%)

V limiti n — oo dobimo y = e”, kar je natanko to, kar smo dobili, ko smo enacbo resili neposredno.

7.1 Diferencialne enacbe z lo¢ljivimi spremenljivkami

Diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami so vse enacbe, ki jih lahko zapisemo v obliki:
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za neki funkciji P in Q). Tako enacbo lahko preoblikujemo v obliko

y'Qy) = P(x),

[away= [ P

kar je tudi nacin za iskanje resitev take enacbe. Oznacimo levo stran z F(y) in desno z G(z). Ce odvajamo
po z, iz F(y) = G(z) dobimo F'(y)y’ = G'(x), kar je Q(y)y’ = P(z). Seveda ni nujno, da so vsi integrali
elementarni.

Zgled 7.4.

kar je ekvivalentno izrazu

oy =y

fi-fo
Y

In|y| + ¢ =+ e,

y=2De®, DeR.
e Imejmo enacbo ' = 3y%/3, z zacetnim pogojem y(0) = 0. Funkcije y?/3 ne smemo razumeti kot
ly|?/3. Pisimo z = y'/3. Tedaj je y = 2% za nek z = z(x) > 0. Velja ¢/ = 3222 in 3y?/% = 322, 1z
tega dobimo enac¢bo z2(2' — 1) = 0. Bodisi je z = 0 ali 2/ = 1 in 2 = x + ¢, kjer je ¢ = 0 zaradi
zacetnega pogoja. Netrivialna resitev za CP je torej y(z) = max{x3 0}. Ta primer demonstrira,
da lahko dobimo razliéne resitve za razliéne interpretacije zacetnih funkcij. Ce bi si funkcijo y2/3
interpretirali kot |y|?/3, bi dobili resitev y(x) = 2* za x € R. Skupno pa so tako stiri veljavne resitve:
0, 23, max{z3,0} in min{z3,0}.

7.2 Linearne diferencialne enacbe

7

Definicija 7.5. Linearna diferencialna enacba (LDE) prvega reda je enacba oblike

Y +py=q, (7.1)

kjer sta p in ¢ dani integrabilni funkciji, y pa iS¢emo.

Trditev 7.6. Res’itve so afin prostor: ce je yo neka (katerakoli) resitev in je R prostor vseh
resitev, je R — yo = {y — yo;y € R} linearen vektorski prostor.

\. J

Dokaz. Oznacimo Ly = 3’ + py. ReSujemo enacbo oblike Ly = q. Vzemimo y; in y2 iz R — yp. Trdimo,

dajeys +y2 € R—yoin A\y1 € R —yp za vse A € R, ker je vektorski prostor dolocen z zaprtostjo za

seStevanje in mnozenje s skalarjem. 7 drugimi besedami, trdimo, da yo + y1 + y2 resi Enacbo Imamo
L(yo +y1 +y2) = L(yr +yo) + L(y2 + vo) — L(yo) =q¢+q—-q=gq.

Pri tem smo upostevali, da je operator L linearen. Podobno dokazemo , da je Ay; € R — yo. O

Opazimo, da so R — Yj ravno resitve enacbe Ly = 0.

Posledica 7.7. Prostor R vseh resitev za[7.1) lahko zapisemo kot
R=y0+{h; LhZO}.

V tem primeru imenujemo yo partikularna resitev, mnoZico v oklepaju pa resitev pripadajoce ho-
mogene enacbe.
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ResSevanje: razmislimo, kako bi resili enacbo oblike y’ + py = ¢q. Najprej poskusimo resiti pripadajoco
homogeno enacbo 4’ + py = 0, ki ima locljive spremenljivke. Dobimo

y/
= ) =—p(x),
y(z) = De~ J2o P8 p e R,

Poskusimo sedaj resiti Ly = g s pomocjo variacije parametrov. To pomeni, da si bomo konstanto D
predstavljali kot funkcijo D(x) in pogledali, ¢e nam to pomaga resiti celo enacbo. Oznacéimo Se f;co p(§)d¢ =
P(z) in imamo

y(x) = D(z)e @),

Poglejmo si odvod te funkcije:
y =D'e " + De ' (—P) = (D' — pD)e".
Vstavimo v Enaébo [T}
g=y +py= (D' —pD)e" +pDe~" =D'e”".

Ugotovili smo, da je D’ = ge”. Konéna resitev je

Splosna resitev linearne diferencialne enacbe prvega reda

Resitev enacbe vy + py = ¢:

kjer sta

P(z) = /r p(€)d¢in C eR.

[¢]

To, da se lahko resitev za kakSen tip diferencialne enache zapiSe eksplicitno, se zgodi izjemno redko,
zato so te enacbe izredno uporabne. Se veé — ne samo da nam ta enacba da resitev, ampak nam da vse
moZne resitve (za to poskrbi konstanta C' v resitvi), tako da smo lahko prepri¢ani, da na ta na¢in nismo
zgresili nobene.

Obstaja pa Se en, bolj intuitiven nacin za izpeljavo te formule. Kaj, ¢e bi lahko zapisali p = ¢'/g in
q = h/g za neki funkciji g in h? Dobili bi

!
h
y+Ly="
g g
oziroma
gy +9'y=nh

Pri tem pa lahko uporabimo Leibnizovo pravilo za produkt odvoda:

(9y) = h.
Resitev te enacbe znamo izracunati:
[ hdx
Yy = .
g
Iz definicije g dobimo
g= ef p(z)dx
in
h = qg.
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7.3 Bernoullijeva diferencialna enacba

Bernoullijeva diferencialna enacba je enacba oblike
y' +py=qy”,

kjer sta p in ¢ dani integrabilni funkciji. Za o € {0, 1} je to linearna diferencialna enacba, zato privzamemo,
da a ¢ {0,1}. Delimo z y® in vpeljemo novo spremenljivko z = y!=<:

/

11—«

+pz =gq.

Ta enacba je linearna, zato jo znamo resiti.

7.4 Homogene nelinearne diferencialne enacbe

Definicija 7.8. Naj bo F: R x R — R in a € R. Pravimo, da je funkcija F homogena reda o, ¢e
za vsak par x,y € R in za vsak t > 0 velja

Flta, ty) = t°F(z,y).

Posledi¢no je F dolocena z zozitvijo na enotsko sfero. Primeri homogenih funkcij so polinomi z enakimi
potencami, na primer 2%y + y>.

Definicija 7.9. Homogena diferencialna enacba je enacba oblike

y' = f(z,y), (7.2)

kjer je f homogena funkcija reda 0, torej f(z,y) = f(1,y/z), ¢e x # 0.

ReSevanje: vpeljemo z = y/x oziroma y = zx. Sledi ' = z + a2/, zato lahko zapisemo kot

oziroma

dz
[ Fg= =

/ Tty
x—y

Zgled 7.10. Resimo enacbo

Dobimo f(1,z) = £ in

1—2
d
In|z| = / H_Ziz = arctan(z) —Ilnv/1+ 22 + C.
=2 — 2

To lahko zapisemo kot
arctanz = In\/22 + y2 + C,

kar se v polarnih koordinatah izraza kot
r = De?.

To je eksponentna spirala. Ker funkcija ni definirana za = = y, je resitev sestavljena iz odprtih intervalov
(m/4,57/4) + kn, k € Z, ker ima vsak interval svojo konstanto za spiralo.
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7.5 Riccatijeva diferencialna enacba
Riccatijeva diferencialna enacba je enacba oblike
Yy =ay® +by+e

kjer so a, b in ¢ podane integrabilne funkcije. Ce je a = 0 imamo LDE, ¢e je ¢ = 0 imamo Bernoullijevo
enacbo.

Resevanje: ¢e poznamo (uganemo) eno resitev y;, potem lahko splosno resitev dobimo s substitucijo
y=z+y
2ty = az? + 2azy, +ayi + bz + by +c.

Ker je y; resitev, velja v} = ay? + by; + ¢, zato lahko pisemo
2 =az® + (b+ 2ay)z,

kar pa je Bernoullijeva enacba, ki jo znamo resiti. Sistemati¢en nacin, da najdemo y;, pa ne obstaja.

7.6 Prvi integral in eksaktna enacba

g Y

Definicija 7.11. Prvi integral diferencialne enacbe F(x,y,y’) = 0 je taksna funkcija u = u(x, y),
da za vsako resitev y(x) velja

<l y(@) =0,

oziroma u(z,y(x)) = C, za neki C' € R. Seveda pa je C lahko odvisen od y.

Tedaj je graf {(z,y(x); = € I)} resitve y vsebovan v nivojnici {u = C} funkcije u. Enacba u(x,y) = C
je impliciten opis resitve F' = 0.

Zgled 7.12. y' = y/x ima resitev 22 + y? = C, zato je prvi integral funkcija u(z,y) = 22 + 32
y' = y ima resitev y = Ce”, zato je prvi integral u(z,y) = ye™".

Poglejmo si, kako najdemo prvi integral za y' = f(x,y). Naj bo u = u(a,b). Odvajajmo u(z,y) = C
po x. Dobimo:
Ua (2, y) +up(z, y)y' =0

Ena¢bo 3/ = f(x,y) zZelimo zapisati kot P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0, kjer je polje (P, Q) potencialno, torej
(P,Q) = Vu za nek u. Tak u bo potem prvi integral.

Potreben pogoj, da tak u obstaja, je, da velja P, = Q.. Drugace pa to lahko povemo kot

<(P3Q)7 (17yl)> = 0

Vektor (P, @) je smer gradienta u, vektor (1,y’) pa je smer tangente na graf y, kar je smer nivojnice grafa
u. Vemo pa, da velja Vu L {u = C}.

Definicija 7.13. Enacbi
Pdx+Qdy =0,

kjer je Py, = @, pravimo eksaktna.

Zgornjo izjavo lahko formuliramo tudi na tak nacin: ¢e je Pdx + @ dy = 0 eksaktna, potem je njena
resitev (idealno) podana z u(z,y) = C, kjer je u potencialno polje polja (P, Q).

Zgled 7.14. Resujemo enacbo 2xy® + 3x%y%y’ = 0. Napisemo (2xy3) + (322y?)y’ = 0 in vidimo, da je
(P,Q) = Vu, kjer je u = 2%y, zato je 2%y> = C resitev.

Naj bo Pdz + @Qdy = 0 eksaktna enacba. Tedaj za neko funkcijo p enacba (uP)dx + (uQ)dy = 0
verjetno ni ve¢ eksaktna, mnozica resitev pa je ista. Velja (uP), = uPy + py P, (0Q)r = pQs + p@Q in
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Qs = P,. To pomeni, ¢e zelimo, da je tudi (uP, #Q) eksaktno polje, mora veljati Py, = Qu,, kar pa
oc¢itno ni nujno res.

Ideja: neeksaktno polje (P, Q) (torej enacbo P dz + Q dy = 0) poskusimo pomnoziti s tako funkcijo p,
da bo (uP, uQ) postalo eksaktno. Takemu p pravimo integrirajoci mnoZitely.

Vidimo, da mora p zados¢ati enacbi (Py — Q)+ Py — Qg = 0, kar je parcialna diferencialna enacba,
ki je ne bomo resevali.

Poglejmo nekaj posebnih primerov:
o 4 je odvisen le od z: p(x,y) =n(x). Dobimo (P, — Qz)n — @n' = 0, ki ima resitev
77/ — Py - Qr

7w =0

Vidimo, da je integrirajo¢i mnozitelj odvisen samo od z, ¢e je (P, — Q)/Q odvisen samo od z.

Py —Qu
o) dz.

— ’]7:61

e 4 je odvisen le od y: u(z,y) =n(y). Dobimo (Q, — P,)n — Py’ =0, ki ima resitev

77/ 7Q1*P
g(y)ny

— n:ef P ydy.

Vidimo, da je integrirajo¢i mnozitelj odvisen samo od y, ¢e je (Q, — P,)/P odvisen samo od y.
e Druge moznosti, na primer u(z,y) = n(z? + y?) in podobno.

Zgled 7.15. Resimo enacbo
(zy? —1)dz + (—2%y) dy = 0.

Vidimo, da P, # Q. Poskusimo p = n(x):
Py —Q, 4drxy 4

Q  —aty @
Predpostavka velja in hitro se lahko prepri¢amo, da velja n(z) = x=*. Dobimo

203y — 227 — a2y =0

in 5
(e ) + (5o =0,
2
x 2y — 51373 =C.

7.7 Implicitno podane diferencialne enacbe

Namesto splosne enacbe F(z,y,y’) = 0 obravnavamo posebna primera implicitno podanih diferencialnih
enacb: F(x,y’) =0in F(y,y") = 0. Resitve is¢emo v parametri¢ni obliki z = z(t) in y = y(t) socasno za
teJ.
Velja
p_dy _dydt g
Yo de " dtde @
Rigorozna izpeljava za to se dokaze s pomocjo veriznega pravila.

1. F(z,y') = 0: nivojnico {F' = 0} parametriziramo z (y(t),J(t)) za t € J. Zahtevamo, da (z,y’) lezi
na {F = 0}. Torej je x = ¢ (t) in ¢y = ¥(t) za neki ¢, zato y(t) = £(t)y'(t) = (t)I(t). Resitev je
tako

ot) = wit), wt) = [ G at

2. Podobno iz F(y,y') = 0 dobimo y(t) = o (t), v/ (t) = 9(t) in &(t) = () /y/ (t) = () /9(t). Resitev je
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Zgled 7.16. Resimo enacbo
/

_ Yy

To lahko zapiSemo kot F(z,y’) = 0 za F(u,v) = u —

xTr =

v

T Parametriziramo z v = cots in u =

cos(s) sgn(sins). Dobimo z = cos s in
y= /(—Sins)cotsds = (C —sins.

Obe mozni resitvi sta

(z,y) = (0,C) + (coss,—sins), za s € (0,m)
in

(z,y) = (0,C) + (cost,sint), zate (—m,0),
kar obakrat predstavlja isto mnozico resitev — spodnje polovice enotskih kroznic premaknjene za neko
konstanto v y smeri. Enacbo lahko resimo tudi direktno. Preoblikujemo jo v

x
/

N
y=C—+v1—2a2

in dobimo resitev y : (=1,1) — R ter

Zgled 7.17. Resimo enacbo

y=V1+y=2
To lahko zapisemo kot F(y,y’) = 0 za F(u,v) = u—+/1 — v2. Parametriziramo kot « = cosht¢ in v = sinht
ter dobimo y = cosht in « =t + C. Koncna resitev se glasi

y(x) =cosh(z +C), zateR.

7.8 Singularne resitve

Obravnavajmo enacbo y' = f(z,y). Privzemimo, da ima splosna resitev obliko y = ¢(x,C), = € J,
C € C C R. Singularna resitev, e obstaja, je podana z zahtevo, da v vsaki tocki seka kaksno izmed krivulj

Iz pogojev y' = f(x,y), 2’ = f(x,2) in y(zo) = 2(x0) sledi y'(x0) = [f(z0,y(x0)) = f(w0,2(20)) =
2'(xg). Drugace povedano, dve resitvi iste diferencialne enacbe, ki gresta skozi isto totko, morata biti v
tisti tocki tangentni. Torej je graf singularne resitve ovojnica splo$nih resitev — tangentna na vse grafe iz
te druzine.

Ovojnico bomo dobili tako, da bomo za vsak x vzeli drugo funkcijo iz druzine resitev, torej drug
parameter C, ki bo po novem odvisen od z. Nasa ovojnica bo imela obliko ¢(z) = ¥ (z,C(x)). Kako to
dobimo? Pisimo ¢ = 1 (u,v). Iz definicije C(x), torej ¢p(x) = ¢ (z, C(x)), sledi

dx 0 oC(x)

#(2) = 2o, 0@ 92 + Soap(a, 0a) 0. (7.3

Hkrati mora veljati tudi, da ¢(x) in y = ¥(x,C(x0)), kjer je zp poljubna konstanta iz mnozice moznih
vrednosti x, resita enac¢bo y' = f(x,y), zato imata v x¢ enaka odvoda:

d C 0
(o) = LEC@D | B oy,
Sedaj iz sledi
Wc/(l‘) =0 Vzeld
oy

To zagotovimo, ¢e zahtevamo Z (x,C’) = 0. To je enacba, iz katere izracunamo C' = C(z) in pridobimo
formulo za singularno resitev. Definicijo ovojnice lahko razsirimo tudi na implicitno podane krivulje. Ce
nam funkcija g(z,y,t) = 0 podaja druzino krivulj s parametrom ¢, je ovojnica tista krivulja, ki zadosca
g(x,y,t) =0 in gi(z,y,t) = 0 za vsak t.
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7.9 Clairautova diferencialna enacba

To je enacba oblike
y=ay + f(y),

kjer je f zvezna funkcija na odprtem intervalu J C R.

Trditev 7.18. Splosna resitev Clairautove enacbe je dana z
y=Cz+ f(C)
za C € J. Ceje f tudi odvedljiva je
z=—f'(t), y=—fOt+f()

singularna resitev Clairautove enacbe.

Dokaz. Enacbo odvedemo po z in dobimo
y =y’ +y + )y

oziroma

y'(z+ f'(y) =0.
Prva moznost je, da velja ¢y = 0, ki da resitev y(x) = kz + n. Ko to vstavimo v prvotno enacbo, dobimo
n = f(k), zato je

y(x) = kx + f(k).
Druga moznost je f'(y’) = —=x, kar lahko zapiSemo kot F(z,y’) = 0 za F(u,v) = u + f'(v). Krivuljo
{F = 0} parametriziramo kot v =¢ = 9(t) in u = — f'(t) = ¥(t). Sledi z = —f'(¢) in

y= / (d9) (1) dt = / (— 1" (@)t = — (1)t + £(1).

Dokazimo, da je to singularna reSitev. Vemo, da singularno resitev dobimo tako, da sploSno resitev
odvajamo po parametru in enac¢imo z 0:

)
S50z + F(O)] =0,

Dobimo =z = —f'(C) in y = C(—f'(C)) + f(C), torej je to res singularna resitev. O

Zgled 7.19. Resimo enacbo y = xy’ + y'2. To je Clairautova enacba za f(t) = t2. Dobimo yc(z) =
CX + C? = C(x + O). Lahko opazimo, da velja y_c(x) = yo(—x), kar pomeni, da bo singularna resitev
soda. Za singularno resitev dobimo x = —2t in y = —2t -t +t> = —t2 zato y = —12/4.

7.10 Diferencialne enacbe visjih redov
Diferencialna enacba visjega reda je v splosSnem podana kot:

F(z,y,yy",....,y™) = 0.
Poglejmo si nekaj posebnih primerov.

1. V redkih primerih, ko je F(z,y®,y* D) = 0, vpeljemo z = y*) in dobimo enacbo prvega reda
F(z,z,2")=0.
Primer: y® — y(®) = 1. Nova spremenljivka je z = y* in enacba se prepise na z — 2z’ = 0. Regitev
je y(x) = 1 + cow + 322 + cq2® + 21 /24 + cze”.

" /

2. Ce v diferencialni enachi ne nastopa x, zapisemo y’ kot funkcijo y. Dobimo v/ = 2(y), ¥ = 2'(y)y’ =
(z2")(y), ¥ = (22") (y)y' = (2(22")")(y) itn. )
Primer: 2yy’ —y” = 0. Dobimo z(2y — 2’) = 0. Ce je z = 0, imamo y = const., ¢e pa je 2y = 2/, pa

sledi z = % + ¢ = ¢/ 7z resitvijo y(z) = v/ctan(d + \/cx).
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3. Ce imamo eksplicitno enacbo reda n:

™ = f(z,y,9, .y D), (7.4)

jo lahko zapisemo kot sistem diferencialnih enach:

Y

21 =29

2h =23

20 =f(x, 21,0y 20),

s prehodom z; =y~ za j =1,...,n.

Trditev 7.20. Definirajmo

Yy 21
y' 22

N(y) = =
y(n_l) zn

Tedaj je funkcija N : {resitve za [T} — {resitve za[73} bijektivna.

. J

Dokaz. Ker je bijekcija, bomo dokazali injektivnost v obe smeri. Naj najprej y resi Enacbo in naj
bodo (21,22, ..., 2n) = N(y). Sledi 2}, =y = 2, 25, = 9" = 23, ..., 2, = y» 1) = 2,. Nazadnje velja e
2=y = [0,y ey ) = [, 20,00 20)
Naj zdaj (z1,...,2n) = N(y) resi sistem za nek y. Sedaj je edina moznost, da velja, y = 21, v/
7,
).

z} = 2o (zaradi ey gD = 2l = 2z, (zaradi in na koncu e y = 2/, = f(x,21,..., 2n)

fley,ys .yt

7.11 Eksistené¢ni izrek za diferencialne enacbe 1. reda

7

Definicija 7.21. Naj bodo g, yo € R ter a,b > 0. Oznacimo P = [z¢ — a,xo + a] X [yo — b, yo + b].
Funkcija f = f(u,v) : P — R je (enakomerno) Lipschitzova v 2. spremenljivki, ¢e 3y > 0 >:
|f(u,v1) — f(u,v2)| < y|vr — va| za V(u,v1) € P inV(u,vy) € P. Ce je funkcija enakomerno
Lipschitzova, v ne sme biti odvisen od u, sicer je lahko.

Trditev 7.22 (Picard-Lindelof). Imejmo zg,yo € R, a,b > 0 in pravokotnik P = [xo — a,z¢ +
a] X [yo — b,yo + b]. Funkcija f = f(u,v) : P — R naj bo zvezna in enakomerno Lipschitzova v
drugi spremenljivki. Tedaj ima Cauchyjev problem y'(z) = f(x,y), y(xo) = yo natanko eno resitev
y=y(z): I = [yo—b,yo +b], kjer je I nek interval, vsebovan v [xg — a, T + a].

Opomba: Lipschitzov pogoj bo izpolnjen ze, ¢e bo |g—£| < v na P. To se pokaze z Lagrangevim
izrekom. Zgornji trditvi recemo tudi eksistencni izrek.

Dokaz. Za dokaz eksistencnega izreka najprej Cauchyjevo nalogo prepisimo v integralno obliko:

/ CJ(Ey(e) de = / "y (€)de = y() - 0.

Ta izraz je ekvivalenten Cauchyjevemu problemu, saj ga lahko odvajamo in dobimo nazaj CP. Dokazujemo
torej, da obstaja natanko ena zvezna funkcija y : I — [yo — b, yo + 0], tako da je

va) =+ | " rEle) ac. (CPi)
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Imenujmo ta zapis. Problem zadosca resiti na zaprtem intervalu 16, ki je interval I za ¢ skrajSan na vsaki
strani. Pri tem je I enoli¢no dolo¢en z I = |J; 6. Fiksirajmo §. Desno stran si poglejmo kot operator
F nay:

Flg) oo >0+ [ " F(ey(©) de.

Za definicijsko obmocje F' vzemimo prostor M = M4 vseh zveznih funkeij I6 — [yo —b, yo +b] z maksimum
normo. To je metrika, ki poljubnima funkcijama ¢, € M pripiSe vrednost
d = — .
(¢, 9) = maxp(z) — P(z)]
Sedaj lahko izrazimo takole: obstaja natanko eden y € M, tako da je F(y) = y. Drugace povedano,

trdimo, da ima F': M — M eno samo fiksno tocko. Da to dokazemo, uporabimo Banachov izrek o fiksni
(negibni) tocki.
Banachov izrek o fiksni tocki: ¢e je (M, d) poln metriéni prostor in F : M — M skréitev, potem ima

F natanko eno fiksno toc¢ko.

Spomnimo, da je skréitev F definirana tako, da za vsaka ¢, 1 € M obstajay’ € (0,1), da d(F (), F(¢)) <
~'d(p,1). Za metriéni prostor je potrebna metrika, to je funkcija d : M x M — R, ki je vedno nenegativna,
enaka ni¢, samo Ce sta argumenta enaka, ne spremeni vrednosti, ¢e zamenjamo argumenta in uposteva tri-
kotnisko neenakost. Poln metri¢ni prostor je tak, v katerem je vsako Cauchyjevo zaporedje konvergentno
(v R™ so to vsi zaprti omejeni intervali).

Sedaj moramo preveriti, da je nas M res poln metri¢ni prostor (za DN) in da je F res skréitev. Imamo:

|F(p) = F(¢)| =

| e vte) - s v dg\ <[5 v(0) - sl vl ag

0

g/xvlw(f) (o)) de

0

< / () d = (& — 2o)yd(p. )

0

=7(I] = 20)d(p, ).

V drugi vrstici smo uporabili Lipschitzovost funkcije f. Vzamemo tak §, da je y(|I| — 26) < 1. Tedaj
imamo skréitev in lahko uporabimo Banachov izrek, s ¢imer je eksistencni izrek dokazan. O

Zgled 7.23. Ali ima Cauchyjev problem y' = f(z,y) = %&%’ (0) = 10 resitev v okolici tocke 07

Vidimo, da resitve problema ne znamo poiskati, zato uporabimo eksistenc¢ni izrek. Preveriti moramo ali je
2 u .

funkcija Lipschitzova v 2. spremenljivki. Oznacimo f(u,v) = L-t$-UE8MUY - Doyolj je preveriti, ali je %

14+u?+v24e2v *
omejen okoli tocke (0, 10).

of  (2v+ue’ +ucosuwv)(l + u? 4+ v? + €*) — (v? + ue’ + sinuv)(2v + 22Y)
ov (14 u? + 02 + e2v)2

of ~ 20(1 + €*v — ve?v)
%(0’ v) = (1 + e2v + v2)2

Vidimo, da je %(o,v) na okolici tocke v = 10 definirana, zvezna in omejena. Podobno preverimo, da je
%(u7 v) omejena na neki okolici tocke (0,10). Eksisten¢ni izrek torej smemo uporabiti in ugotovimo, da

dani Cauchyjev problem ima resitev na neki okolici dane tocke.
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7.12 Linearni sistemi diferencialnih enac¢b 1. reda

Pri sistemih linearnih diferencialnih enacb is¢emo n-terico funkcij y1, . . ., yn : I — R (kjer je I nek interval),
ki hkrati zadoscajo:
y1 = auyi+ -+ ainyn + b,

Yo = an1y1+ -+ + asnYn + ba,
(7.6)

Z/;L =apmY1+t -+ GpnYn + by,.

Pri tem so {a; ¢,k =1,...n} ter {b;; j = 1,...n} dane zvezne funkcije: I — R. Krajse lahko sistem
zapisemo kot
y' = Ay +b, (7.7)

kiersoy = (W1, yn)T, ¥ = (W), 4.)T, b= (b1,...,b,)T vektorske funkcije in

ail e QA1n
A =
apl ... Qpp
matri¢na funkcija. Ce je b = 0, pravimo, da je sistem homogen.

Zgled 7.24. (n=2)
Iscemo y; = y1(x) in yo = yo2(x), tako da velja

=y t+y2t1
in
Yy = Y1 + 2€”ya + sinz.

|1 r oz 1
b_[sinx}’ y_{yé’ A= 1 2e*|°

Is¢emo torej y := [zl} :R — R?, tako da velja y’ = Ay + b.
2

Enako kot zgoraj oznac¢imo

Trditev 7.25. Naj bo y, neka vektorska funkcija, ki resi Enacbo [7.7. Tedaj velja

{resitve zay’ = Ay + b} = {resitve zay’ = Ay} +y,.

Resevanje Enacbe torej razbijemo na dva dela: reSevanje homogenega dela y' = Ay in iskanje
partikularne resitve enacbe y' = Ay + b.

Homogeni del
Pri LDE smo reSitev enacbe 3y’ = ay dobili kot y = Cel @) dz  Regjtev sistema y' = Ay podobno dobimo
kot y = cel A(®) 47 Regitev sistema y’ = Ay je vektorski prostor.

Izrek 7.26. Naj bo J C R omejen odprt interval in A : J — R™*™ matricna funkcija z zveznimi
koeficienti. Vzamemo xo € J ter €, € R™. Tedaj obstaja natanko ena resitev sistema 'y’ = Ay,
yv(zo) = &, definirana povsod na J.

Dokaz. Dokaz je na voljo v .pdf dokumentu na spletni uéilnici. O

Iskanje partikularne resitve za sistem y’ = Ay + b:
velja, da resitve homogenega sistema y’ = Ay tvorijo n-dimenzionalen vektorski prostor. Tedaj lahko
izberemo linearno neodvisne resitve yq,ys, ...,y,, zay’ = Ay. Tvorimo fundamentalno matriko

Y =[y, ¥y - ¥ul
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Torej velja Y’ = AY.

e D

Trditev 7.27 (variacija konstante). Matriéna funkcija
y,=Y / Y~ 'bdx

re§i (nehomogen) sistem 'y’ = Ay +b. To pomeni, da je

iskana partikularna resitev.

\

Dokaz. Uporabimo Leibnizovo pravilo in ga apliciramo na vektorskih funkcijah:
!/
y, =Y’ / Y~ 'bdz +Y (/ Y~'b dx)
=(AY) / Y~ 'bdr +Y (Y 'b)

=A (Y/Y‘lbd:v) +(YY~Hb
=Ay, +b.

Definicija 7.28. Ce so Y1:Ya, - ¥, n-razsezne vektorske funkcije na nekem odprtem intervalu
I'CR torejy; : I = R"zaVj =1,2,...,n, potemse W = detY, kjerje Y = [y; ... y,] : [ —
R™ ™ imenuje determinanta Wronskega.

Spomnimo: sled matrike B = [b;;]; j=1,2,..n je vsota diagonalnih ¢lenov tr(B) =sl(B) = >, _; bik-

Izrek 7.29 (Liowvilleova formula). NajboY : I — R™ ™ matricéna funkcija, ki resi enacbo
Y' = AY. Tedaj za W :=detY in Vag,x € I velja

W(x) = W(a:o)effo (br A)(©)dE

Dokaz. (za n =2) Pisimo
y — Y11 Y12
Ya1 Yoz
Sledi, da y; = (y11, ¥21)7 in y5 = (y12, y22)T Ze redita enacbo y’ = Ay. Pisimo

A= [au a12:| )

a21 Aa22

Velja W =detY = y11922 — y12921 in y| = Ay, oz.

Y _ |81 ai2| |Y11
Ya asr  a| |Yy21|’

7



Matematika III UL FMF

torej y1; = a11y11 + a12y21 in analogno za vse ostale komponente. Zato je

W' =y11Y22 + Y1193 — Yia¥Y21 — Y12Ys1 =
=(a11y11 + a12y21)ye2 + y11(a21y12 + azzy22)
— (a11y12 + @12y22)Y21 — Yo1(a21y11 + az2y01) =
= (a11 + az2) (y11y22 — Y12Y21)
tr A w

Po integraciji dobimo Liouvilleovo formulo. O

Zgled 7.30. Iscemo = = x(t),y = y(t), ki resita sistem
Y

=(1+t)x—y+t.
. . . . T 1 —17 . 1
Tega lahko ekvivalentno zapisemo kot enacho z = Az + b, kjer so z = yl A= 14t _i inb= nE

Eno resitev homogenega sistema z = Az lahko uganemo: z; = (21,y1)T = (1,¢)T. Is¢emo Se drugo linearno
neodvisno resitev. Vidimo tr A = 0.

W(t) = det [1 Z’Eg] W (tg)el O = Wty)

Za W (to) lahko vzamemo kar W (tg) = 1, saj resitvi s, y2 lahko pomnozimo s poljubnim realnim stevilom
(resitve homogene enacbe so vektorski prostor). Dobimo enacbo ys(t) — tzo(t) = 1, ki jo vstavimo v

enacbi homogenega sistema in dobimo resitvi xo = —Int in yo = 1 — ¢In¢. Nasi linearno neodvisni resitvi
. 1 Int B . ..
homogenega sistema sta Z = [zl zz] = [ . tlnItl - J . Izra¢unajmo Se partikularno resitev:

Zp :Z(t)/ Z_l(T)b(T) dr =

|1 Int 1—7ln7 In7| |1 dr —
Tt tlt-1] )/, 1| |r] T
1 Int t+ C
Tt tlnt-1

Splosna resitev sistema je z = zj, + z,.

7.13 Sistemi linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti
Resitev navadne homogene diferencialne enacbe iy’ = ay je podana z

y(z) = y(:ro)eff(l a(¢) e

Podobno pri¢akujemo za sisteme, le da se funkcija a — A spremeni v matri¢no funkcijo.

Ponovimo: kaj je f(B), kjer je f poljubna funkcija in B matrika? Ce je f = p polinom p(z) = Z;":O ajal,
potem za matriko velja p(B) = Z;n:O a; B7. Ce je funkcija realno analitiéna, jo lahko zapisemo s Taylorjevo
vrsto f(x) = Z;io ajz. To lastnost uporabimo, da izratunamo vrednost funkcije poljubne n x n matrike.
Da to utemeljimo, potrebujemo nekaksno mero (metriko), ki nam pove velikost matrike. Za to izberemo
operatorsko normo.

Oznaka: Ce je B € R™*", ozna¢imo
|B|| = sup |BE|,
l€l=1

kjer je & € R™ poljuben enotski vektor.
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Definicija 7.31. Ce je A :J — R™ " matri¢na funkcija z zveznimi koeficienti, potem definirajmo
normo matriéne funkcije kot
|A]| := sup [|A(u)]]-
u€J

Posledica 7.32. Za poljubna u € J in vektor £ € R” velja

|A(w)€] < [IA[lIE].

Definicija 7.33. Naj bo f(z) = e®. Za B € R™*" definiramo

=0 7!

\. J

. -, J
Utemeljitev: oznacimo s,, = Z;‘l:o ?—,

m in n. Recimo, da velja n > m. Sledi:

n > n >
B’ B
80 — smll = Z = Z 5

i !
j=m+1 J: j=m+1 J:

. Pokazati moramo, da je ||s;, — ;|| poljubno majhen za velika

kar za velika m in n limitira k 0. Slednje velja, ker je prostor R”*" z metriko || + || poln. Sledi, da je s,

konvergentno in limiti recemo e®.

Izrek 7.34. Ce A, B € R™*" komutirata (AB = BA), potem je

eA+B _ eAeB.

Spomnimo se: f'(x) je odvod funkcije f(x) natanko tedaj, ko velja

flz+h) - f(z)

lim | f'(z) — Y =0

h—0

Trditev 7.35. Vzemimo A € R™ ™. FunkcijaY : R — (R™ ™|/ +|]),z — e®* je odvedljiva v
smislu, da obstaja tak Y'(x) € R™ "™, tako da

Y(z+h)—-Y(z)

¥i(z) - =2

lim
h—0

=

in velja Y'(z) = AY (x).

Dokaz.
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Upostevali smo, da xA in hA komutirata, saj sta x, h realni Stevili in matrika sama s seboj seveda
komutira.
5 ‘

o (h4)
2 Tt 3

m=

” Y(x+ h}z Y@ v

< R A%] [l
—_———

koné¢na vrednost,
neodvisna od h

i (hA)™ Z lI(rA)™] Z [R" A O g~ Al
o m+2 m+2 m+2 _m:O(m+2)!_k vvd t

neodvisna od h

Pri tem smo upostevali || BC|| < ||B] ||C]] in ||AB]| < |A] ||B]]. Ker je h poljubno majhen, lahko predpo-
stavimo, da velja |h| < 1, iz Cesar sledi neenakost (1). Velja torej

Y(z+h)-Y(x)
h

lim
h—0

— AY (z)

< lim || [ A%|| [le"] ! = 0,
h—0 —_——

konéna vrednost,
neodvisna od h

Posledica 7.36. Y (x) = e resi (matricni) Cauchyjev problem Y' = AY in Y (0) = I.

Definicija 7.37. Tak Y (z) se imenuje fundamentalna resitev.

Posledica 7.38. Splosna resitev sistema y’ = Ay, kjer jey : J — R™, je podana z

y(z) = e*c, ceR".

\. J

Dokaz. Ker je ¢ = (c1,...,cn)T = Z?zl cjej, kjer so e; = (0, ...,0,1,0,...,0) enotski vektorji, velja

n
rhe = Z cj(e*ej).
j=1

Vektorji v oklepaju so neodvisni, zato je mnozica izrazov e*¢ n-dimenzionalen vektorski prostor. Hkrati

pa tudi vemo, da je prostor reSitev za y’ = Ay n-dimenzionalen. To pomeni, da je zgornja formula
ekspliciten opis tega prostora. O

Posledica 7.39. Za vsako konstantno matriko A € R™"*"™ velja, da je

det(emA) — e(tr A)z'

Dokaz. (samo skica) Dokaz sledi iz Liouvilleove formule, ker se za = 0 leva in desna stran ujemata. O

Kako pa sploh izra¢unamo e®4? Imamo dve moznosti.

i) Ce lahko zapisemo A kot A = PDP~! za neko obrnljivo matriko P in neko diagonalno matriko D
(to lahko naredimo, ¢e je matrika A diagonalizabilna), potem je A" = PD"P~!. Posledi¢no je

o0
An
= § = = peP Pt
n!
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ii) V splosnem se A ne da diagonalizirati. Lahko pa poljubni matriki priredimo Jordansko obliko (ali
Jordanovo kanoniéno formo). To pomeni, da lahko zapisemo A = PJP~!, kjer je P neka obrnljiva
matrika, J pa blo¢no diagonalna, sestavljena iz Jordanskih kletk, to je osnovnih matrik oblike

A, 1 0 ... 0
0 ) 1 :
0 0
D VR |
L0 ... 0 0 A

Torej ima vsaka Jordanska kletka na diagonali enake elemente, na prvi naddiagonali so same enice,
povsod drugod pa nicle. Velja:

e vklju¢no z veckratnostjo so na diagonali Jordanske matrike lastne vrednosti;

o vsota dimenzij kletk, ki pripadajo lastni vrednosti A;, je enaka potenci ¢lena (A — A;) v karak-
teristi¢cnem polinomu (to je algebraicna kratnost lastne vrednosti A;);

e Stevilo kletk, ki pripadajo lastni vrednosti \; je enako dimker(A — ;) (to je geometrijska
kratnost). Dimenziji jedra matrike reGemo tudi defekt.

Da povzamemo, eno lastno vrednost lahko predstavlja vec kletk, vsaki pa pripada natanko en lasten
vektor.

Velja e*4 = Pe*/ P~1. Pigimo

A1 0
J=10 XA o 0| =)+N.
- o
0 0 A
Pri tem je
0 1 0o o0 1 0 0 1
N = N2 — 1 Nn—l 0
1 0
0 0 0
in N* = 0. To pomeni, da je N nilpotentna matrika. Velja:
1z 22/2 (f::l),
0o ; n—1 0 1 X :
xJ _ _xM+aN _ _aX aN _ _x\ (@N)! LT BN
e’ =e ="M = ¢ IZ 7l =e ZﬁNj—e 0 $2/2
j=0 Jj=0
: . i 1 T
0 ... 0 0 I

Jordanovo matriko potenciramo tako, da potenciramo vsako kletko posebe;j.

Zgled 7.40. Resimo sistem enacb
y =y +4z

2 =y+z

e}
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Karakteristicni polinom matrike A je pa(A\) = det(A — AI) = (A + 1)(A — 3). Lastni vektor za lastno
2,

vrednost A\; = —1 je (2, —1), lastni vektor za lastno vrednost Ay = 3 je (2,1). Velja:
-1 0 T2 2 11 -2
D{o 3} P[—1 1]’ P 4{1 2}
in torej
_ 112 2{{-1 0] (1 -2
— 1_ =
A=PDP _4{—1 1“0 3} {1 2]

Ker je c poljuben vektor iz R? in P~! avtomorfizem, je Pc tudi poljuben vektor iz R2, ki ga bomo oznagili
z (o, B). Resitev je tedaj enaka:

for=eremrenres 2 7 2] - P

z —ae™ % 4 e’

Zgled 7.41. Resimo sistem enacb
Y =y+=z

2= —y+ 3z

_11 ;)] . Karakteristiéni polinom je pa(A) = (A —2)2, torej je A\ 2 = 2.

Imamo ker(A — 2I) = Lin{(1,1)}. To pomeni, da je algebrai¢na kratnost lastne vrednosti 2 enaka 2,
geometrijska kratnost pa 1. Torej A ni diagnoalizabilen in imamo eno Jordansko kletko dimenzije 2:

2 1
J= {O 2} |
Sedaj potrebujemo najti Se drugi vektor (poleg lastnega), ki bo Sel v prehodno matriko P. Takemu vektorju

retemo korenski vektor. To je tak vektor, ki ni v jedru matrike (A — 27), je pa v jedru njenega kvadrata
(ali v splosnem neke visje potence). Ce je v lastni vektor, je korenski vektor w definiran kot

Matrika koeficientov je enaka A =

(A-2D)w =wv.
Ker velja (A — 2I)v = 0, mora veljati tudi (A — 27)*>w = 0. Ker (A — 2I)? # 0, lahko vzamemo poljuben

w € R?, ki ni v jedru matrike (A — 2I) in $ele nato definiramo v := (A — 2I)w. Vzamemo w = (—1,0),
tako da je v = (1,1). Velja

zJ 29:1 X . o o 1 —1
e’ =e [0 J in P[VW]|:1 O}

H i Sttt | e 1 e |

Resitev je

Zgled 7.42. Resimo sistem

Yy =y—=
Z=y+z
Matrika koeficientov je enaka A = E _11} karakteristi¢ni polinom pa je pa(A\) = (A — 1)? + 1. Lastni
vrednosti sta torej Ay = 1=+ in lastna vektorja sta wi = (1,7F4). Sledi
C[1+i 0 11 1
D‘{ 0 l—i]’ P‘{—z‘ z] Pr=5h -
in torej

A=PDP'=

R ] ]

DN | =
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Velja:

1 1) e o[t @] 11 1], L P RN A
—i il 0 et =i T2 |- i C A\ o 1) T o —1]) T

. . 10 1 + | cosx sinx
=e¥|cosxz I +isinx @ =e . .
-1 0 —sinx cosx

Da dobimo resitev, pomnozimo slednje s poljubnim vektorjem (c, j3).

7

Trditev 7.43. Naj bo A € C**":
(i) ce je A € C lastna vrednost za A z lastnim vektorjem v € C", potem y(x) = e
enacho y' = Ay.
Naj bo sedaj A realna:
(ii) ée je X € C lastna vrednost za A z lastnim vektorjem v € C", potem je tudi X lastna vre-
dnost za A z lastnim vektorjem v € C";
(i1) ce funkcija'y resi enacbo y' = Ay, potem jo reSita tudi Ry in Jy.

ATy regi

\. J

Dokaz. (i) Iz Av = \v takoj sledi AV = \¥, ker je A = A.

(iii) Pisimo y = a + ib. Tedaj je y’ = a’ +ib’ in ker velja Ay = Aa + iAb, je edina moznost a’ = Aa in
b’ = Ab.

O

7.14 Linearne diferencialne enacbe visjih redov
Linearne diferencialne enacbe visjih redov so diferencialne enacbe oblike
(n) (n—1) / -
any +an71y ++a1y +a0y*b7

kjer so ag, ..., an, in b dane funkcije. To enacbo lahko zapisemo tudi krajse: Ly = b, pri ¢emer je L primeren
diferencialni operator. Kot pri enacbah 1. reda ali sistemih, je resitev vsota partikularne resitve in resitev
homogene enacbe. Definirajmo

0 1 0 0

A= Aay,...,an) = 0 0

0 0 1

4 a1 O9n-a
Trditev 7.44. Preslikava
Yy 21
N :y— =|:| =z

y(nfl) Zn

slika za dano funkcijo f in A, kot je definiran zgoray,

{resitve za Ly = f} X {resitve za z’' = Az + g},
kjer je g = (0, ...,0, f/a,), in sicer bijektivno.

Naj bodo 21, ..., z, linearno neodvisne resitve homogenega sistema z’ = Az. Definiramo Y = [z1 ... zy].
Vemo ze, da

zZp = Y/Yflgda:
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resi nehomogen sistem z’ = Az +g. Ce 50 41, ..., yn linearno neodvisne resitve za Ly = 0 (ki vemo, da
obstajajo) in tvorimo funkcijo z1 = N(y1),...,2Zn = N(yn) ter matri¢no funkcijo

n Yn

Y = [Zl Zn] = )
n—1 n—1
A

potem je partikularna resitev za Ly = f podana kot prva komponenta matrike (vektorske funkcije)

Y1 Yn C1
Z=1 : ;
ygnfl) yT(anl) en
kjer je
C1 =
= [ v osea
xo
Cn
Ob tem pa velja tudi
-1
Y1 Yn 0
ylg=| z =L
n— n— . n
y% b yr(l D f/an

kjer Y1 oznacuje zadnji stolpec matrike Y ~!. Povedano povzamemo v naslednjem izreku.

7

Izrek 7.45. Ce s0 y1,...,yn linearno neodvisne resitve Ly = 0, potem je partikularna resitev
nehomogenega dela enacbe Ly = f dana z cry1 + ... + cuyn, kjer je
x
f) .-
(e )@ = [ L yi(e)ae

o an(&) "

in je Y1 zadnji stolpec matrike Y1, pri cemer je

Y1 e Yn
v=| : s
ygnfl) . y7(ln71)

Za skalarno funkcijo W(x) = det Y (x) velja

W (z) = W (20)el=o xalOL ]

\

Zgled 7.46. Resimo enacbo

1 1 1
1-—Inz)y" + -y — Sy=—=.
( A L~
Oznagéimo a; = 1—1Inz, a; = 27!, ag = —z 2 in b = 2. Hitro opazimo, da je ena moznost za homogeno

reSitev kar y; = x. Izra¢unajmo Se drugo. Imamo:

e oy (Y2 2
Wl el T T w=(5)
" " ay(©) S
_ ay _ _ Jn|l-Inz| _
W—exp</ d§)—exp< )—e =1—-Inx.
xo G;Q(f) xo g(l_lng)
Dobimo

ro1-1 1 !
() == () = meme
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poiséemo partikularno resitev, ki bo oblike c1y1 + coyo. Najprej izraéunajmo Y 1
yv-l_ |9 w2 _1: z Ilnx _1: 1 I e
Y1 Y 12 l—Inz |-1 =z |

1 —Inz
-1
" o

o= [aou e [ €[ 00]

Partikularna resitev je tedaj

Torej je

Imamo

T Inx

yp:_x(l—lnx)+1—lnx:_

To je ocitno res partikularna resitev in bi se jo dalo celo uganiti, kar bi nam prihranilo mnogo dela.

7.15 Homogene linearne diferencialne enacbe s konstantnimi koeficienti

~

Definicija 7.47. Karakteristicna enacba homogene linearne diferencialne enacbe
Zajy@ =0, a; €R (7.8)
j=0

je definirana kot

En: aj)\j =0.
7=0

Trditev 7.48. Ce je )\ nicla karakteristicnega polinoma

potem je y(x) = e’ resitev Enache .

\. J

Dokaz. To je direktna posledica dejstva, da je y9) (x) = Me =, O

e Y

Trditev 7.49. Ce je
p(A) = an(A = A% (A = Ap)*m

karakteristicni polinom homogene diferencialne enacbe, potem bazo prostora tvorijo naslednje

funkcije:

A

149 A1z k1—1 _Mx
et xeMt e,

AmT AmT ’ka—le)\mz,

e m? xe ..

oziroma {x'~1eN®; j=1,..,m &l =1,...,k;}.

\.

Dokaz. Za domaco nalogo. O

85



Matematika III UL FMF

Zgled 7.50. Resimo enacbo
y' +y =2
Karakteristi¢ni polinom je p(A) = (A +4)(A — 1), zato sta mozni resitvi homogenega dela
Y1 = € = cosz +isinz
in ‘
Yo = e ¥ =cosx — isinzx.

Ker ima enacba realne koeficiente, jo po izreku[7.43| resita tudi Ry; = cosx in Jy; = sinx. Splosna resitev
je yp = Ccosx + Dsinz. Za partikularno lahko uganemo, da deluje y, = x, zato je splosna resitev

ys = + Ccosx + Dsinx.
Zgled 7.51. Resimo enacbo
y" — 4y + 5y — 2y =e" e 7.
Karakteristi¢ni polinom je p(A\) = (A — 1)2(\ — 2), zato je homogena resitev
yn = Ae® 4+ Bxe® 4+ Ce®.

Nastavek za partikularno resitev je eksponenten, vendar ni ae” 4+ fBe™%, ker je e” v jedru homogene enacbe.
Prav tako je v jedru ze®, zato mora biti nastavek axz?e® + Be~. Partikularna resitev je

1 1
yp = —=a’e” — —e

7.16 Eulerjeva diferencialna enacba

Eulerjeva diferencialna enacba je diferencialna enacba oblike
> asaly) () = ba),
j=0

kjer so a; realni koeficienti in b(z) podana funkcija. S substitucijo s = —z in w(s) = y(—s) dobimo enako
enacho, zato jo je dovolj resevati za x > 0.

7

Trditev 7.52. Najbok € Niny : (0,00) — R razreda Ck. Definirajmo z € C* s predpisom

z(t) = y(e?), t € R. Oznacimo D = &. Tedaj za vsak x = e* > 0 velja

2"y (z) = [D(D — I)(D — 2I)...(D — (k = 1)I)2](t) = [pr(D)2](2),

kjer je
k—1
pe(D) = [[(D—iD)
j=0
Dokaz. Dokaz je za domaco nalogo. O

Vidimo lahko, da velja po(D)z = Dz = 2, p1(D)z = D(D—1)z = 2—2inps(D)z = D(D—I)(D—-2I)z =
7" — 324 2% in tako naprej. Opaziti je, da so ti izrazi homogeni s konstantnimi koeficienti, kar pa ze znamo
resiti. Torej Eulerjeva enacba ob substituciji z(t) = y(e') postane linearna diferencialna enacba

[Z akpkw)] 2(t) = ble).
k=0

86



Matematika III UL FMF

8 Variacijski racun

Obravnavamo funkcionale oblike:

b
I(y) = / Lz, y(2), ' (2)) da,

kjer je L = L(u,v,w) dana realna funkcija na podmnozici R?, y pa pripada C*(J), kjer je J = [a,b]. L
imenujemo Lagrangevo jedro ali Lagrangian.

Pogosto jemljemo funkcije iz razreda

X ={yeC'(J); yla) = a, y(b) = B}.

Definicija 8.1. (Lokalni) ekstrem oziroma ekstremala funkcionala I definiramo kot funkcijo y €
X, v kateri ima I v vseh “smereh” svoj ekstrem. To pomeni, da ima za vsako gladko funkcijo 7,
za katero je y + en € X za vse dovolj majhne ¢ € R, funkcija e — I(y + en), ki je definirana na
realnih Stevilih, ekstrem v € = 0. Stacionarna tocka za I je funkcija, v kateri ima I vse “smerne
odvode” enake nic:

0
| = 0.
5l +en) » 0

To imenujemo prva variacija funkcionala I v smeri 7.

Oznacimo C}(J) = {n € C*(J); n(a) = n(b) = 0}.

Lema 8.2 (variacijska lema). Naj bo J = [a,b] zaprt omejen interval v R in f € C(J). Ce za
vsako funkcijo n € Cy velja
/ fndz =0,

potem je f =0 povsod na J.

\. J

Dokaz. Dokazimo s protislovjem. Denimo, da f # 0. Tedaj obstaja ¢ € J, ki ni a ali b, tako da f(c) # 0.
Recimo, da f(c) > 0. Ker je f zvezna, obstaja okolica tocke ¢ (¢ — d,¢+ ) = Js za neki § > 0, tako da je
f(z) > 0 za vsak = € J5. Sedaj izberemo tako n, da je n(x) =0 za x € JE = J\ Js (torej supp(n) C Js)
in n(x) > 0 na J;. Primer take funkcije na intervalu Js je exp(1/((x — ¢)? — §2)), ki se celo gladko zlije z
nic¢elno funkcijo v ¢+ 6 in ¢ — §. Tedaj je

/fndx:/ fndx+ [ fndx >0.
J Jg Js

Pigimo F(g) := I(y + en) in izracunajmo F’(0). Imamo

b
F(e) = / L(z,y+eny +en')de.
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Oznacimo se L = L(u,v,w) in (z,y +¢en,y +en’) = v. Sledi:

Fle) = /” 9 L(vyde = /” <6L(v) O  OL(v) Oy +en) , OL(v) Oy + En/)) "

e ou e v e ow 92
(0 20 200 )
B /ab (M(ayy) B fW) nde =0 Vi€ Co(J).

Iz druge v tretjo vrstico smo uporabili integracijo po delih na zadnjem ¢lenu, iz tretje v ¢etrto vrstico pa
dejstvo, da je n(a) = n(b) = 0. Pogosto (skoraj vedno) ozna¢imo L, = L, in L,, = L. UpoStevamo
variacijsko Lemo [8.2]in dobimo Fuler-Lagrangevo enacbo:

Euler-Lagrangeva enacba

OL(z,y,y') _ d 0L(z,y,y')

dy dx oy’

. (EL)

Izrek 8.3. Oznacimo J = [a,b] C R. Naj bo funkcija L : J x R? — R zvezno odvedljiva na vse
spremenljivke, naj bo X C C*(J) in naj boy € X takéna funkcija, da je y + Ci(J) C X. Ce jey
stactonarna tocka za funkcional I : X — R, definiran s predpisom

b
1) = [ L.y da,
a
potem y ustreza Fuler-Lagrangevemu pogoju

d
Ly(1'7 ya y,) = @Ly/(m7 y7 yl)

\

Dokaz. Dokaz za nekoliko strozje pogoje (L € C?(J)) je podan zgoraj. IzkaZe pa se, da ob tako definiranem
Largangianu iz enkratne zvezne odvedljivosti sledi dvakratna zvezna odvedljivost. O

Potrebno pa se je zavedati, da je Euler-Lagrangeva enacba zgolj potreben pogoj za ekstremalo.

Gibljiva krajiséa: oznacimo X = C!(J). V primeru gibljivih krajis¢ je y +en € X za vsak n € C*(J).
Ce zelimo, da Euler-Lagrangeva enacba $e vedno drzi, moramo poskrbeti, da je

"=0 vpec'(J).

Ly’n
To dosezemo tako, da dodamo pogoj transverzalnosti:

OL(v(a) _ OL(v(b)
oy’ oy’

=0.

Posebni primeri: Ce Lagrangian ni funkcija y ampak samo z in 3’ (L = L(z,y')), potem je levi del
EL enacbe enak ni¢ in dobimo

OL(x,y
ey) _o cewr
oy’
Ce pa Lagrangian ni funkcija = (L = L(y,%’)), potem velja sledece:
dy dy/ de
LyLy) = (Lo 140, 4L, ) — ('L +y/ 52 ) =
( Y'Ly) ( * dx * dx Y Ty dx

88



Matematika III UL FMF

dL,, d
:O'1+Lvy/+Lwy”_Lwy//_le :y/ (Lv_Lw) :y/-OZO.
xr

Tako dobimo Beltramijevo identiteto:

5, —C CeR

L(z,y,y) —y

8.1 Euler-Lagrangeva enacba za sisteme funkcij

Oznacimo J = [a,b] in naj C'(J — R?) oznacuje urejene pare zvezno odvedljivih funkcij y = (y1,y2)-

7

Definicija 8.4. Naj bo X podrazred v C'(J — R?)in I : J x R* — R funkcional. Pravimo, da

jey € X lokalni ekstrem (ekstremala) funkcionala I, ¢e za vsako vektorsko funkcijo n = (n1,72) €
CY(J — R?), za katero je y + en € X za majhne ¢, funkcija ¢ +— I(y + en) doseze lokalni ekstrem
ve=0.

Izrek 8.5. Naj bo L = L(u,v1,vs, w1, ws) : J x R* = R parcialno odvedljiva funkcija na vse
spremenljivke. Na X definiramo funkcional

b
I(y1,y2):/ L(xvylvy%yiyyé)dl"

Ce jey = (y1,y2) ekstremala za I, potem 'y resi sistem enacb

OL d 0oL . 9L d oL
— = — m —=— .
dy1  dxz oy} dyy  dx dys

\

Zgled 8.6 (izoperimetriéni problem). Naj bo a,b € R, a <bter 0 <b—a <! < 7(b—a)/2. Oznacimo
J = [a,b]. Med vsemi pozitivnimi funkcijami y € C*(J), za katere velja y(a) = y(b) = 0 in da je dolzina
loka grafa nad J enaka [, i8¢emo tisto, ki maksimizira plosc¢ino lika pod grafom.

Maksimiziramo .
1) = [ ylo)ds,
a
pri éemer is¢emo le med pozitivnimi funkcijami y € C*(J), za katere je y(a) = y(b) = 0 ter

/b,/1+y/(m)2dx:z.

Ker zaradi omejene dolzine loka funkcija ne more nikjer preseci vrednosti [, je plos¢ina pod likom zagotovo
manjsa od (b — a), torej je funkcional I omejen. Za zdaj tega primera Se ne znamo resiti, saj imamo Se
dodatno omejitev. K temu primeru se vrnemo kasneje.

V splosnem torej iS¢emo ekstremale funkcije

b
I@z/Lm%wm,

kier jey € X = {y € C'(J); y(a) = a, y(b) = B, Z(y) = C € R} in
b
Z(y) =/ L(z,y,y) dw.

Resevanje: problem nastane, ker novi pogoj Z(y) = C' ob perturbaciji ni nujno ohranjen:

I(y) =C = I(y +en) = C.
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Na primer, ¢e vzamemo 1 = y dobimo

70)= [ VTP < [ VTR TP de =Ty + o).
Ideja je, da vzamemo dva parametra in dve perturbaciji y + €111 + €2n2:
F(er,e2) = I(y +e1m +eamp) = /bL(fﬂyy +em +eamp,y + ey + eanp) da,
a
kjer je
G(e1,e2) =Z(y + e1m + e2m2) = C nivojnica funkcije G.

Dodatno zahtevamo, da y ni lokalen ekstrem za 7.

Definicija 8.7. Naj bosta I, 7 definirana kot prej. Privzemimo, da y ni lokalni ekstrem za Z.
Funkcija y je lokalni ekstrem (ali ekstremala) za I, ée ima za vsak par (11,712) € C1(J), za kate-
rega pri nekaterih dovolj majhnih e in €5 velja y + e1m1 + €ame € X in Z(y + ey + €am2) = C,
funkcija F(e1,e2) = I(y + €1m + €212) lokalni ekstrem v tocki (0, 0).

Torej mora F', zozena na G(e1,e2) = C, doseci ekstrem v (0,0). S tem smo nalogo prevedli na primer
vezanega ekstrema. Vemo, da za neki A € R velja
I(F+AG) O(F+)\G)

= = O
361 352 ’

oziroma V¢ (F + AG) = 0. Dobimo:

/ab [(Ly + ALy) (V) + (Ly + ALy ) (V)m] dz =0
in X
U+ 22) 0 + (L +02,)()5] do = 0.
Zdi se, kot da je A = A(n1,72), vendar to ni res. Zgornji enacbi se lahko zapiseta kot

b b
fa (Lym + Lymy) dz — = fa (Lyn2 + Lyms) dx

b b :
fa (Lym + Lymy) dz fa (Lynz + Lymy) dz

Imenovalca nista enaka ni¢, saj y po predpostavki ni ekstremala za Z. Ker lahko A zapisemo kot funkcijo
samo 7)1 in kot funkcijo samo 7y, A ni odvisna niti od 77 niti od 7s.

g )

Izrek 8.8. Vzemimo J = [a,b] C R. Naj bosta L, L : J x R? — R zvezno parcialno odvedljivi
funkciji na vse spremenljivke. Definirajmo funkcional T : C*(J) — R s predpisom

b
1) = [ Loy ds
ter za neke a,b,«, B,C € R mnoZico
X ={yecC'(J); y(a) =, yb) =B, I(y) = C}.
Ce je y ekstremala za I : X — R s predpisom
b
1) = [ Lloyy/)do

in hkrati ni ekstremala za I, potem obstaja A € R, tako da y ustreza Enacbi[EL] z L + AL v vlogi
L.
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Zgled 8.9 (Resitev izoperimetricnega problema). V nasem primeru je L = y in £ = /1 + y2, torej
imamo L + AL = y + A/1 + y’2. Ker Lagrangian ni neposredno odvisen od z, je enacha ekvivalentna

Beltramijevi identiteti:
(L+XL)—y'(L+ ML)y =D

/
y+MW1+y? -\ —2L— =D
V1+y?

yvV1+y?2+A=D\1+y?

A+ (y—D)y/14+y?2=0, zanek DeR.
Ce uvedemo novo spremenljivko w = y — D, dobimo A +w+/1 + w2 = 0. To je enacba oblike F(w,w’) = 0,
kjer je F(u,v) = A+ uv/1 + v2. Parametriziramo kot v = tant za t € (—7/2,7/2), s ¢imer pokrijemo vsa
realna sStevila v. Velja

A
u=———=—=—Acost zaté€ (rn/2,7/2).
1—?

Dobimo
y(t) =D +u(t) = D — Acost,

x(t):/—dt:/)xcostdt:AsinH—C'l.

Iskana krivulja lezi na kroznici
({E — 01)2 + (y — D)2 = )\2

in sicer na zgornji polovici, ¢e je A < 0, ali na spodnji polovici, ¢e je A > 0. Oznacimo polmer kroznice z
p = —A\ in z nekaj geometrijskega razmisleka dobimo naslednje izrazave:

a+b b—a\’ l 2p . [b—a 2p
= D:— 2 _ = =
¢ 27 p ( 2 ) " b-a b_aarcsm< 2p ) w(b—a ’

kjer je ¢(t) = tarcsin(l/t) za |t| > 1. Analizirajmo funkcijo v¢: je strogo padajo¢a na intervalu [1,00)
in ¥(t) < (1) = 7/2. Ker je bijektivna, obstaja njen inverz 1~! : (1,7/2] — [1,00). Hkrati imamo
predpostavko 1/(b — a) < 7/2, zato dobimo

_b—a l
P= v (b—a>'

Da povzamemo, izbrana krivulja y = (z) je del kroznice s sredis¢em s = (s1, s2) in polmerom p, kjer je

p= b;awfl (b—la> za P(t) = tarcsin(1/t) : [1,00) — (1,7/2],

a+b . 9 b—a\>
81 = 5 in sg=—4/p?— 5 .

Konéna resitev ima obliko

o= T = (o () - () - o () 1)

Zgled 8.10 (Brahistokrona). Iz grs¢ine: SpdytoTos: brahistos - najkrajsi + ypdros: kronos - cas. Is¢emo
krivuljo, ki povezuje tocki A = (a,«) in B = (b, 8) in ima naslednjo lastnost: ¢e spustimo iz tocke A kroglico
le pod vplivom geometrije brez trenja, prispe v tocko B v najkrajSem moznem casu. Parametrizirajmo
krivuljo kot
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in

n

Velja ohranitev energije:

mv§0) + y(O)—mUQ(t) +mgy(t),
1O 4 gra),

Enac¢imo oba izraza za v(t):

T dz
V2g(a — =1+ f'(z(t))? T
Dobimo
L 17w
o7 P e
in

I(T 1+f’x

Oé— l‘

/2
/ "

na prostoru funkcij X = {y € C'([a,b]); y < a na (a,b), = a, y(b) = B}. Resitev lahko dobimo v
parametri¢ni obliki:

Obravnavamo funkcional

za Kk € [0, ko), kjer je
K —sink
g(k) = ————
Ko — SIN Kg

in je ko dolocen kot edina resitev iz (0,27) enacbe

K —sink b—a

l—cosk f—a

Resitev predstavlja lok cikloide, to je krivulje, ki jo ob kotaljenju po ravnini opiSe tocka na obsegu
kroga.
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9 Hilbertovi prostori

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom K (to je R ali C).

e '

Definicija 9.1. Skalarni produkt na V je poljubna preslikava
() : VxV =K,

ki zado$ca naslednjim pogojem:
1. (z,z) >0 VYxeV;
2. (z,2) =0 < z=0;
3. Vy € V je preslikava = — (x,y) linearna na V
(torej (z1 + xa,y) = (1,9) + (2,y) Vor,22 €V in (Az,y) = Mz, y), A €K);
4. (z,y) = (y,z) Vx,yeV.
Tedaj V imenujemo prostor, opremljen s skalarnim produktom.

Definicija 9.2. Norma, ki izhaja iz skalarnega produkta (s, <), je preslikava ||« || : V' — [0, 00),

definirana s predpisom
]| = v/(z, ).

Iz definicije za skalarni produkt sledijo lastnosti norme (oziroma aksiomi zanje):
) ]| = 0;
i) ||z =0 < z=0;
iil) || Azl = A |lz]] Yz eV, A eK;
iv) Iz +yl < llzll + [lyl-
Norma ni nujno porojena s skalarnim produktom, ampak je vsaka preslikava za katero veljajo
zgornje Stiri izjave.

Trditev 9.3 (Cauchy-Schwarz-Bunjakovski).

[z, )| < ||| - [lyll-

Enakost velja, ¢e sta x in y kolinearna.

. J

Dokaz. Vemo, da za poljubna z,y € V in )\ € K velja:

0<(y+Az,y+ \z)
= (y,y) + (A\z,y) + (y, \x) + (Az, Ax)
= lyll” + Mz, y) + M, y) + [A||z]?

Privzemimo, da je K = R. Dobimo:
N la|® + 2X(z, y) + [ly]|* > 0.

To je kvadratna enacba, ki je obrnjena navzgor. Vecja ali enaka ni¢ bo samo v primeru, ¢e bo y koordinata
temena vecja od 0:

>0
]2

oziroma

[z, )] < NIl - lyll-

Ce imamo enakost, velja
0= (y+Az,y + Az)

oziroma y + Az =0 in y = —\z. O
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Pri A=1in A = —1 dobimo
ly + 2| = llz]* + llyl|* + 2(z, ),
ly — 2l = lz]|* + lylI* — 2(z, ).
Ce to odstejemo, dobimo polarizacijsko enakost v realnih stevilih:

(.9) = 7 lla+ ol ~ e — o]

s pomocjo katere lahko rekonstruiramo skalarni produkt, ¢e norma izhaja iz njega. Ce pa zgornji enacbi
sestejemo, dobimo paralelogramsko identiteto:

Iz +ylI* + llz = ylI* = 2[l2]” + 2[lyll*.

Vsaka norma porodi metriko/razdaljo:
d:V xV —=[0,00): dlz,y) = |lz—y|.

Aksiomi za metriko:

a) d(z,y)
b) d(z,y) =0 <= z=1y;
¢) d(z,y) = d(y, z);

d) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

>0

Metrika ni nujno porojena iz norme, dovolj je, da veljajo zgornji aksiomi.

[ Definicija 9.4. Prostor V s skalarnim produktom je Hilbertov, ¢e je v inducirani metriki poln. ]

To pomeni, da je vsako Cauchyjevo zaporedje (ay,), konvergentno, kjer limito definiramo kot

a= lim a, < lim d(a,a,) =0 < lim \/(a —an,a —a,) =0.

n—o0 n—oo n—o0

Primeri Hilbertovih prostorov
1. Rn’ r = ((El, ...,l'n), Yy = (y17 "'7yn)a <:E>y> = Z]Oil TiYi-

2. C™, u= (U, ey Up), ©=(V1,...,0p), u;,v; € C (x,y) = Zj’;l x;7;. Poznamo pa tudi drugacéne vrste
norm; do sedaj smo vedno uporabljali Fvklidsko normo:

lellz = vz, 2) = ¢

Lahko pa za poljuben p > 1 definiramo p-normo:

oo
lzllp = | D lasl?
j=1

Iz paralelogramske identitete sledi, da je od p-norm samo Evklidska inducirana iz skalarnega pro-
dukta.

3. J=la,b) CR, V:=C(J), f,geV;

b
<f,9>=/ f(2)g(z) da.
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Izkaze se, da (C(J), (+,+)) ni Hilbertov prostor. Za protiprimer se omejimo na interval [—1, 1]. Sesta-
vimo zaporedje funkcij oblike
nx; |z| <1/n,
fa=11 ze(l/n1],
-1; ze[-1,-1/n).

Za m < n lahko ocenimo

1/m

1/n
bt =2 [ (= mpapassr [ Comapa =30 2oL 2 (L o),

/n 3n%2  3m 3n m n

Za dovolj pozne m in n se ta vrednost priblizuje nicli, kar pomeni, da je zgornje funkcijsko zaporedje
Cauchyjevo. Dokazimo, da za Ve > 0 tocka (g,1) lezi na grafu limite zgornjega zaporedja. Preprosto
vzamemo tak ng, da je 1/ng < e. Grafi vseh funkcij f,,, kjer je n > ng bodo vsebovali tocko (g, 1),
in zato tudi limita. Podobno pokazemo, da limita vsebuje tocko (—e, —1). Edina funkcija, ki ustreza
tem pogojem, je Heavisideova funkcija:

1; x>0,
H(z)=40; 2=0,
—1; z<0.

Ta funkcija pa ni zvezna, kar pomeni da prostor C(J) ni poln v metriki, inducirani z zgora] opisanim
skalarnim produktom, torej ni Hilbertov.

4. Poglejmo si prostor
L? = {f S =G fll2 = / |f(z)]? dz < OO}~
J

To niso vse zvezne funkcije, ampak vse Lebesgueovo merljive in s kvadratom integrabilne funkcije
oziroma ekvivalen¢ni razredi glede na relacijo “skoraj povsod.” To pomeni, da se funkciji, ki se
razlikujeta samo na mnozici z Lebesgueovo mero ni¢, smatrata za ekvivalentni, oziroma da implikacija
| fllo =0 = f =0 drzi samo skoraj povsod. L? je vektorski in tudi Hilbertov prostor.

5. Poglejmo si mnozico vseh s kvadratom sumabilnih zaporedij:

oo
12 = (an)n; an € Cin Z |a]-|2 < o0
j=0

Na taki mnozici lahko definiramo skalarni produkt

(a,b) = Z a;b;.
j=1

12 je Hilbertov prostor. Ta prostor je osnovni model za separabilne Hilbertove prostore.

Definicija 9.5. Metri¢ni prostor M je separabilen, ¢e vsebuje Stevno gosto mnozico.

Definicija 9.6. Mnozica N C M je gosta v M, ¢e za vsak x € M in za vsak ¢ > 0 obstaja
y € N, tako da je d(z,y) < e.

. J

Mnozica racionalnih stevil Q je gosta v R, saj za katerokoli realno stevilo lahko najdemo racionalno stevilo,
ki je poljubno blizu. Zato so realna Stevila separabilen prostor.

Tudi I? je separabilen prostor. Vzamemo lahko namreé mnozico @) vseh zaporedij, ki imajo na zaéetku
konéno mnogo racionalnih §tevil, za tem pa same nicle. To je Stevna podmnozica v [? (dokaz za to je enak
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kot dokaz, da je polinomov z racionalnimi koeficienti §tevno neskonéno), ki pa je gosta v 2. Dokaz, za to
je za domaco nalogo.

Definicija 9.7. Naj bo X vektorski prostor opremljen s skalarnim produktom in z,y € X. z in y
sta pravokotna, natanko tedaj ko velja (z,y) = 0. To oznac¢imo z L y.

Trditev 9.8 (Pitagora). x Ly = ||z +y|®> = ||=]|* + ||y/|*.

\

Dokaz.
Iz +yl? = (z +y,2+y) = (z,2) + 2R(z,9) + (v, ) = [l=[* + 0 + [ly]*.

Podobno velja za n-terice med seboj pravokotnih vektorjev:

Ly Vi,j=1,...,n = |z1+.. +zp)|? = o |+ o A+ [z

Definicija 9.9. Naj bo A C X poljubna podmnozica vektorskega prostora X. Oznacimo
At ={ye X;yLlaVac A}

Temu recemo ortogonalni komplement.

Trditev 9.10. AL je zaprt vektorski prostor.

\. J

Dokaz. Dokaz, da je A+ res vektorski prostor je za DN. Ce pa zelimo dokazati, da je Se zaprt, pa lahko
dokazemo, da vsebuje svoj rob (9A+ C A1), ali da ima vsako konvergentno zaporedje v A+ tudi limito
v At. Naj za vse a € A velja (y,a) = 0. Dovolj je dokazati, da (y,a) = lim, o (yn,a). Po Cauchy-
Schwarzevi neenakosti velja

Tim [y — o a)] < Ty~ ] - af] =0,

iz ¢esar sledi, da je (y,a) — lim, o0 (yn,a) = 0, torej je y € A+. O

Definicija 9.11. Naj bo Y C X vektorski podprostor vektorskega prostora X in z € X. Pra-
vimo, da je y € Y ortogonalna projekcija vektorja x na podprostor Y, ¢e je z —y L Y oziroma
z —y € Y+, Oznagéimo y = Pyx, pri éemer recemo, da je Py : X — Y ortogonalen projektor
prostora X na podprostor Y.

Trditev 9.12. Naj bo X wvektorski prostor, opremljen s skalarnim produktom, in' Y C X wvektorski
podprostor. Denimo, da za Vx € X obstaja neka projekcija Pyx, definirana kot prej. Tedaj:

i) Pyx je enolicno dolocen;

1) Pyx je najboljsi priblizek za x vY v smislu

- P =d(z,Y) = inf ||z — y|;
> — Byvarl] = s, ) o= f ez —
iii) Py je linearna preslikava;

i) Py je zvezen in |Pyx| < ||z|;
v) Y je zaprt v X.
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Dokaz.

i) Denimo, da obstajata y1,y2 € Y, takoda veljaz —y; L Y inz —yy L Y. Ce odstejemo, dobimo
y2 —y1 L Y, kar pa lahko velja samo, ¢e y; = y2, saj nenicCelen vektor iz mnozice ne more biti
pravokoten na to mnozico.

ii) Vzamemo y € Y. Velja
z—y=(x— Pyx)+ (Pyz —y).

Levi ¢len je element Y1, desni élen pa je element Y. Ker sta pravokotna, lahko uporabimo Pitagorov
izrek
lz =yl = |z — Pya|® + | Py —y||* 2 [lz — Prz|*.

Enakost velja natanko tedaj, ko je y = Pyx.

iii) Pisimo P = Py. Vzemimo z1,72 € X. Ker je ; — Pxy, x5 — P2y € Y1 je tudi (1 + z2) — (Pzy +
Px,) € Y+, Ker je Pxy, Pry € Y, mora biti tudi Pz; + Pxs € Y, saj je Y zaprt vektorski prostor.
Vemo tudi, da je P(x; + ) edini element iz Y, da velja (z1 + x2) — P(z1 + 22) € Y*. Kot smo
ugotovili je P(x1 4+ x2) = Pxy+ Pxs. S tem je dokazana aditivnost, homogenost se dokaze podobno.

iv) Zapisimo x = (x — Px) + Pz, ki je vsota dveh pravokotnih vektorjev. Po Pitagorovem izreku sledi

|2]* = llo = Pz||* + || Pz|* > || Px]*.

v) Naj za (yn)n C Y velja lim, o0 yn = = za neki x € X. Dokazati moramo, da velja z € Y. Po tocki
iv) sledi, da je tudi lim,_ Py, = Pz. Ker pa je Py, =y, € Y, mora biti tudi z € Y.

O
Trditev 9.13. Naj bo Y konéno dimenzionalen vektorski prostor in {e;; j =1,...,n} baza, sesta-
vljena iz paroma ortogonalnih normalnih vektorjev:
L j=k,
€j,er) =0k =
< J k> jk {07 ]# k.
Teday je:
Pyx = Z(x, CHCER
j=1
Dokaz. Poglejmo si naslednje:
<x - Z(m,ej)ej,ek> = (x,ex) — Z(m,ej)<ej,ek> = (x,ex) — Z<m7ej>6jk = (x,ex) — (z,er) = 0.
Jj=1 Jj=1 j=1
Zato velja:
n
y=|z—) (zr,ej)e; | Lex VEe{l,..,n}
j=1
Posledi¢no je y L Lin{ey,...,e,} =Y, zato mora biti zgornja vsota res enaka Py z. O

Definicija 9.14. Pravimo, da je neskon¢na druzina vektorjev {e;; j € N} C X ortonormiran
sistem (ONS), ¢e velja (e;, ex) = ;1 za Vj, k € N.

97



Matematika III UL FMF

Trditev 9.15 (Besselova neenakost ). Naj bo X vektorski prostor s skalarnim produktom in
{ej; j € N} ortonormiran sistem v X. Tedaj za Vx € X velja

o0
> el <l
Jj=0

oziroma ({z,e;)jen)n € 2.

. J

Dokaz. Naj bo Y, = Lin{ey,...,e,}. Po Trditvi je

n

Py x= Z(sc,ej>ej.

j=1

Po Pitagorovem izreku velja:

n
1Py, 2] =D Iz, e/
j=1

Po Trditvi iv) vemo, da je | Py, x| < ||lz|. Sledi

n
>l < o vn.

Jj=1

Zaporedje delnih vsot

n

su= 3 I(a,e)?

J=1

je omejeno (z ||z||) in narascajoce, zato je konvergentno in ima limito

0o
> Hze)l® < ).
j=1

Trditev 9.16. Naj bo X Hilbertov prostor, {e;; j € N} ortornormiran sistem in (c;)jen € 1> s
kvadratom sumabilno zaporedje. Tedaj obstaja tako zaporedje x € 12, tako da velja c; = (z,e;) za
Vj € N. Velja 3e, da naslednja limita obstaja (konvergira) v X in je enaka:

o0 n

cie; == lim Ci€i = Ti.
E:]] n_>oo§:.7] J
Jj=1 Jj=1

\. J

Opomba: zadnji dve trditvi povesta, da v Hilbertovem prostoru za podan ONS {e;; j € N} vrsta
Y2 ¢jej konvergira natanko tedaj, ko je (¢j)jen € 12,

Dokaz. Definirajmo delne vsote

n
n — E Cj€j.
j=1

Ce lahko dokazemo, da je zaporedje (sn)n Cauchyjevo v X, bo veljalo, da zagotovo obstaja = = lim,,_,« Sp,
saj je X poln. Da dokazemo, da je (s,), Cauchyjevo, si poglejmo naslednje (m > n):

m
Sm — Sp = E Cj€j

Jj=n+1
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in
2
m m m
[8m — sull® = Z Ci€i|| = Z chej||2: Z |Cj|2:Um_Un»
j=n+1 j=n+1 Jj=n+1

kjer smo definirali
N
. Z 2
ON ‘= |Cj| .
j=1

Toda lim,, . 0, konvergira, zato je (0y,), Cauchyjevo. Ker je ||sm — snll? = om — 0w, je tudi (s,)n
Cauchyjevo. O

’

Definicija 9.17. Naj bo X Hilbertov prostor, z € X in € := {e;; j € N} ortornormiran sistem.
oo
> _(wes)es
j=1

se imenuje Fourierova vrsta za x glede na ONS £ in (z, e;) se imenujejo Fourierovi koeficienti .
Recemo, da je € kompleten ortonormiran sistem, ¢e je ONS in za vsak z € X velja

o
(x,ej)e
Jj=1

Trditev 9.18. Naj bo X Hilbertov prostor in € = {e;; j € N} ortornormiran sistem. Naslednje
1zjave so ekvivalentne:

1. £ je kompleten ONS;

2. Vz,y € X je

o0
Z z,€e5)(
j=1
3. Vx € X je
o
Il = Z (2, €)% (Parsevalova identiteta)

4. € ni vsebovan v nobenem strogo veéjem ONS;
5. &+ ={0}.

\. J

Dokaz.
1. = 2. Naj bo

n n

T = Z<xa ej>ej, Yn = Z(ya 6j>€j

j=1 j=1

in x =lim,_, , ter y = lim,_,o, y,. Velja

i [(z,y) = (@n, yn)| < T ([{z = 20, 9)[ + {20,y = ya)]) < T ([l = za]lllyl] + [zalllly = yal) =0

n—o0 n—oo

Posledi¢no je (z,y) = limy, 00 (Tn, Yn) in zato

o0

(x, e5)(
Jj=1

2. = 3. Sledi, ¢e vzamemo y = x.
3. = 4. Denimo, da obstaja F C X, tako da je F ortonormiran sistem in & ; F. Vzemimo fo € F\ &
in naj bo x = fy. Tedaj je (z,e;) = 0 za Vj € N. Hkrati pa je ||z|| = 1. To pomeni, da tocka 3. ne velja
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za T.
4. = 5. Spet uporabimo protislovie. Naj bo fo € £+ \ {0}. Lahko privzamemo, da je || fo|| = 1. Sedaj
je F ==& U{fo} spet ONS, ki pa je strogo veéji od &, kar pa je v protislovju s predpostavko 4., zato tak
fo ne more obstajati.

5. = 1. Vzemimo poljuben z € X. Definirajmo

o0

h=z- Z(m, €;)€;.
j=1
Velja (h,ex) =0 za Vk € N:
N
h=ux-— A}gnoo TN, kjer je xny = Zl<x,ej>ej.
]:
Za N >k je
N
(x —an,er) = (x,ex) — Z(w,ej><ej,ek> = (x,ex) — (z,e) = 0.
j=1
Sledi h=o —xzy =0. O

Opomba: v neskon¢no dimenzionalnih prostorih se t. i. linearna dimenzija lahko ne ujema s koordi-
natnostjo kompletnega ortonormiranega sistema.

9.1 Fourierove vrste v L?(0,1)
Ideja: aproksimirati poljubno funkcijo s preprostej$imi funkcijami:

e “Vsaka funkcija je limita polinomov.” (Taylor)

e “Vsaka funkcija je limita trigonometri¢nih funkcij (valovanj).” (Fourier, Bernoulli, Euler)
Seveda se moramo povpragati po pomenu besed “vsaka” in “limita.”

Za vsak n € Z definirajmo e, : R — {¢ € C; || =1} s predpisom

e, = 627r'mac.

To so enoperiodi¢ne funkcije (e, (z + 1) = e, (x)); imenujemo jih osnovne trigonometricéne funkcije. Spo-

mnimo se formule

e = cost + isint.

Pogoj, da lahko f aproksimiramo z e,, je ta, da je tudi f enoperiodi¢na. Taksne funkcije lahko enac¢imo s
funkcijami, ki so definirane na enotski kroznici v C. Alternativno lahko gledamo funkcije, ki so definirane
na intervalu I = [0,1] s pogojem f(0) = f(1). Spomnimo, da je skalarni produkt na L?(I) definiran kot

1 [
(fs9) L2 12/0 f(z)g(z)dx.

Hitro lahko vidimo, da je £ := {e,; n € Z} ortonormiran sistem v L?(I), saj velja
1 . .
/ 627mn:r6727mmz dxr = 5mn~
0

Izkaze pa se celo, da je & kompleten ONS (KONS) v L?(1).

100



Matematika III UL FMF

Definicija 9.19. Za f € L?(I) je njen n-ti Fourierov koeficient definiran kot

fn) = (fren) 1o = /O F@)e=2mm 4.

Fourierova vrsta za f v tocki x € I je tedaj vrsta

Sf(z) = Z(f, €n)en = Z f(n)€2‘n’inz

neZ n=-—oo

NE

— f(()) + [f(n)€27rinac +f(_n)e—2m‘mc
n=1
= f(0) + i [an, cos(2mnz) + by, sin(27nz)],
n=1
kjer sta
. A 1
an = f(n)+ f(—n) = 2/ f(z) cos(2mnx) dz
0

. . 1
by, =i[f(n) — f(—n)] = 2/(; f(z)sin(2rnx) dz.

Velja e f(k) = 1 (ax —iby) in f(—k) = 3(ax, + iby).

Posledica 9.20. Iz tega, da je & KONS v L*(I), sledi, da za vsak f € L*(I) velja

lim =0.
N —o0

o A
f_ Z f(n)en

L2(1)

Obstajajo tudi nekoliko drugaé¢ni prostori, na primer za p > 1 lahko definiramo

17(1) = {f 10,15 C |1 fll, = (/0 |f<x>|pdx)‘1’ < oo}.

Izrek 9.21. Za 1 < p < oo velja

N
1\}51100 7= Z f(n)en =0.
n=-N Lr(I)
Dokaz. Dokaz za poljuben p je bistveno tezji in daljsi kot za p = 2. O

Izrek 9.22 (L. Carleson, 1966). Ce je f € L?(I), potem Sy f konvergira po tockah k f skoraj
povsod na I = [0,1].
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Izrek 9.23. Naj bo f: I — C. Privzamemo naslednje lastnosti:

o f je odsekoma zvezna (torej zvezna povsod na I razen v konéno mnogo tockah X =
T1,..., Tn ), U katerih pa ima levo in desno limito: f(xt) = limgo f(z + 8) in f(z™) =
lims\ 0 f(x — 6). Tockam nezveznosti recemo tudi skoki funkcije f;

e na I\ X je funkcija odvedljiva in je odvod f' omejen.

(Lahko pa namesto tega damo eno mocnejso predpostavko: funkcija je odsekoma zvezno odve-

dljiva.) Tedaj

f@t) + f(a-)
2

\. J

lim Syf = Vo e 1.
N—o00

Opomba: sklep ni odvisen od tega, kako izberemo f(z;). Trditev pove tudi to, da ob danih predpo-
stavkah v tockah = € I, kjer je f zvezna, sledi limy_,o, Sy f(2) = f(z).

Parsevalova identiteta za & nam pove: ¢e je f € L?(I), potem

oo

Iz = > 1f).

n=—oo

Zgled 9.24. Naj bo f = xjo,1/2] : [0,1] = R (glej Definicijo karakteristicne funkcije 2.16)). Tedaj je

) B 1 2 g, _ 1 . 1/2 i 1
||f||L2(1) = |f ()] dz = X[0,1/2] 4T = T=g
0 0 0

Zan € Z\ {0} je

—2minx

e 1; n lih,

0; n sod

S B U e D! {

. 1 ] 1/2 ]
f(n) _ / f(x)e—QTrlTLQE‘ dr = / e—27rmac dr =
0 0

=2min |,_q 2min 2min mn
in

1
fo) = [ 1o =3,

Sedaj iz Parsevalove identitete sledi

1 1 1 1 1 1 1
SR DI Rt Dhert

n lih n lih
nez neN
Dobili smo
TN I
32 52 72 T 8
Oznac¢imo
=1
5= Z w2
n=0
Imamo
1 1 ™2 1 w2 s
I I I s
n lih n sod k=1
Sledi e
1 2 72 72
= ((2) = —_z _
s =) ;nQ 38 6

Izra¢unali smo, da je vsota kvadratov inverzov vseh naravnih §tevil enaka 72 /6. To je samo poseben primer
bolj splosne funkcije, imenovane Riemannova ¢ funkcija, ki je definirana kot ¢ : (1,00) — R s predpisom

@)=
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Domeno funkcije se da enostavno razsiriti na vsa kompleksna Stevila z realnim delom ve¢jim od ena, z
nekaj ve¢ truda pa tudi na skoraj celotno kompleksno ravnino. Poglejmo si Se, kaksni so nekateri Sy f.

Velja (samo za lihe n, za sode je a,, = b, = 0):
an = f

- sin(27(2n — 1))

Fourierova vrsta je torej
1 o0
Xoa/a =5+ 2n—1)
n=1
Nekaj priblizkov je prikazanih na sliki
T T
AN - f(l')
1 [ /\ 3 —-— S (-
Y NG sf(x)
, — Si5f()
= 05| | i
0 N N //\V -
| | | | |
0,2 0,4 0,6 0,8 1
T

Slika 9.1: Graf prikazuje funkcijo f = xjo,1/2] (z debelo), Fourierovo delno vsoto S3f(z) (z ¢rtkano) in

Fourierovo delno vsoto Sy5f(z) (s polno). Razvidno je, da veé ¢lenov v vrsti da boljsi priblizek.

Lema 9.25 (Riemann-Lebesgueva lema). Za vsak f € L*(I) velja
1
lim f(z) cos(2mnz) de =0

n—oo 0
m
1
lim f(z)sin(2rnx) dz =0
n—oo 0
Dokaz. Dovolj je dokazati za realne funkcije f. Ce je f kompleksna, sta Rf, Sf € L2, zato lahko uporabimo

\

izrek na vsakem delu posebej, saj
1 1 1
/ F(zx) cos(2mnx) da = / RE(x) cos(2mnz) dz + z/ SF(x) cos(2mnz) de.
0 0 0

Naj bo sedaj f realna. Velja f(n) = a/2 — ib, /2. Hkrati iz f € L? po Parsevalovi identiteti sledi
o ~
> F )P < oo
n=0

. A 2
Jim [f(n)]” =0,

Iz tega sledi
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torej tudi }l(ai + b2) limitira proti ni¢. Velja tudi a,,b, € R, saj je f realna. Iz tega naredimo oceno

0 < a2 < 4|f(n)]

Ker desni ¢len limitira k nicli, mora tudi a,, in podobno velja za b,,.

7

Izrek 9.26 (Wilbraham-Gibbsov fenomen). Naj bo f : R — R odsekoma zvezno odvedljiva funk-
cija na I = [0,1]. Naj ima v neki tocki zg € (0,1) levo limito f(zy ), desno limito f(zy) in v
tocki xg skok velikosti a:

fzg) = flzg) =a#0.

Velja
i 1
nhﬁngo Snf (2170 + 2_N> = f(zg) +a-0,0895...,
. 1
nll)rrgo SN f <x0 - ﬁ) = f(zy) — a-0,0895
m N B
N —oc0 2

J

Izrek nam pove, da bo v tocki nezveznosti Fourierova vrsta “poskocila” za okoli 9% visine skoka stran
od smeri skoka pred in po skoku. Fenomen je mo¢ opaziti na sliki Stevilka 9 % pride iz izraza:

s x ™

0,089 489 872 235... — l/ ST %_ Si(r) %
0
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